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>#j}r^8^®j«jneiK Fella progredì che TE. V. 
ìnceflàntemente procura alle Scienze ed alle 
belle Arti , di cui è fpecial protettore 



e fautor fìngolariffima , mi danno animo 
a fperare, che TE. V, fi degnerà accogliere 
favorevolmente quefto piccol libro ed ono- 
rarlo di Tua protezione: In elio ho io pro- 
curato 5 componendolo , di ftendere con chia- 
rezza e precifione quella parte dell' Analifi 
infinita, che al Calcolo Differenziale appar- 
tiene ; e nell* offerirne all' E. V. il tenue 
omaggio, ho il bene di unire la mìa alla 
univerfale venerazione, colla quale vengono 
riguardate le fue virtù , e di dare un offequiofo 
atteflato di que' finceri fentimenti di alta 
flima e di profondo rifpetto, con cui mi 
proteflo % 



Dell' E. V. 



Gaetano Allodi. 
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^Operetta ^ che ora vi prcfenta o cortefe Lettore^ 

contiene gli elementi del Calcolo Differenziale : Effa 

non vi fuppone affatto navixjp nelle Matematiche^ ma 

richiede in voi una /ufficiente cognizione deir ^IgeBica 

finita j della Geometria elementare y e delle fesQpni del 

Cono . Lo fcopo mio in quefti brevi elementi fi è' di 

addeftrarvi nelle regole , e nelle applicazioni del CaU 

colo Differenziale y e di appianarvi la ftrada per cur 

giugner poj/iate allo ftudio importantiffimo del Calcolo 

Integrale y del Calcolo delle Variazioni e delle teorie 

pikfubblimiy ed intere/fanti del f infinita uinalifi. 
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CAPO PRIMO. 

Nozioni e Regole del Calcolo Differenziale 
nelle quantità e funzioni (^) algebriche» 

L 




Ramiti variabile fi dice quella che in un dato pra*^ 
blema fi cambia al cambiarfi di qualche dato , e quan^ 
fità coftante quella che conferva Tempre lo ftelTo 
valore, qualunque cambiamento accada nei dati dello ftefTa 
problema. Per efempio in una data fezione conica riferita 
ad un dato diametro a tutte le fucceflive afciffe corrifpon- 
dono delle ordinate, degli archi ^ degli fpaz} di diverfo va* 
lore , e viceverfa : Dunque tutte quefte funzioni nella fezione 
fono quantità variabili • AH' oppofto il parametro della fteffa 
fezione è una quantitli coftante, poiché variando le aicifle, 
le ordinate, gli archi > gli fpazjec, eflb non cambia valore. 

IL 

^antità^ grandezza finirà è quella di cui fé ne poG 
fono affegnare delle altre omogenee maggiori e minori . Da 
qucfta ne derivano le altre due /' infinita ^ e f infinita- 
mente pìccola. Se una quantità finita può concepirti ingran- 
dita fenza, fine ed oltre ogni dato termine, effa fi chiama 
trinità. Se la medefima quantità finita può concepirti oltre, 
ogni termine impiccolita eifa fi dice infinitamente piccola. 

A 



(*) Col nome di funzione d^una quantità s'intende una qualunque algebrica 
efpreffione , la cui quella quantità entra di qualiifia maniera • i ' 
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2 Nozioni e Regole 

III. 

Quindi 1.* Le cjnantitk infinite ed infinitamente piccole 
fono quelle che fi fiippongono aftrattamente , ed indefinita- 
mente maggiori, o minori d'ogn' altra quantità finita omo* 
genea. 2.^ Effe quantità infinite ed infinitamente piccole fono 
perciò inaffegnabili da veruna quantità finita e determinata. 

IV. 

Ciò pofio fia dx una quantità infinitamente piccola ed 
omogenea alla variabile finirà 10, t s' intenda che 9C diventi 
91 -^dM^ ovvero n-^ds^. La quafititk infiniramente piccola dx^ 
di cui la variabile n fi fuppone accrefciuta o diminuita , fi 
chiama Diffcrtnxiale ^ Fhffione ^ od Elemento infinit efimo di x. 
La lettera d che precede la x qui non dinota una quantità 
che moltìplica la jp, ma il differenziale della fteffa x. 

Secondo queAa diffinizione il differenziale d'una quan- 
tità variabile non è che la dijferen%a tra lo fiato dellafiejfa 
variabile avanti un cambiamento infinitamente piccolo ^ ed il 
di lei fiato dopo quefio cambiamento . 

V. 

Nel calcolo delle quantità infinitamente piccole fi di- 
ftinguoiìo difieremi ordini di diff<^renziali . Si chiama D//- 
fèten%iale di 1.^ órdine quello che abbiamo 01* ofadiffìnito, 
cioè la fluflione d'ogni quantità Variabile: Differenziale di 
2."^ ordine la fluflione di quello primo differenziale confide* 
rato ancor elfo come quantità variabile: Differenziale di ^.^ 
ordine la flufftotìc di un di ffer e n ziale di 2.^, ecos\di feguito. 

Le quantità cofìanti d' ordinario fi efprimooo colle 
prime lettere dcU' alfabeto^ e le variabili colle ultime. Il 
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diflferenziile di i."" ordine fi dinota^ come fi è detto ^ colla 
lettera iniziale d fcritta alla finiftra della varialùle; il dif- 
ferenziale di 2.^ ordine colle due kttere dd^ oppure colla 
fola cifra J^ fcritta allo fleflb (ito; il differenziale di 3.^ 
ordine colle tre lettere ddd^ o ptìi lievemente colla cifra 
d* te Noi dunque in progrefTo non altrimenti ci fervi- 
remo delle lettere d' ^ d*y d* ce che per caratterifliche dei 
differenziali di i/, 2.'', ^.^^ «•• ec. ordine delle quanti tìi 
variabili, dt forte che, fé x efprìmerk una variabile finita, 
dx ci indicherà il di lei dif&rénziaie di i."" ordine, d^x 
quello di i."" ordine, i'x quello di ;«", e in generale il 
differenziale di ordine m.*^^ della quantità m fi efprimerk per 
d^x. Solo fi avverta che ciafcuno di quefli differenziali de- 
ve fcriverfi col fegno politi vo fé per effo crefce la varia^ 
bile, e col negativo fé la variabile decrefce. 

La quantità coflantt non efièndo foggecta a veruna va- 
riazione, benché iafioitefima di qualfifìa ordine, non* ha dif- 
ferenziale di veruna forte; cioè qualunque fuo differenziale 
è eguale a zero« 
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Per poco che fi rifletta fulle quantità infinitefìme^if 
ordine foperiore fi capifce facilmente che un' infinitefima ài 
i/" ordine deve eflere rifletto ad una di i.'' ciò che. uba di 
i."* è rifpetto alla quantità finita, ovvero atir unità , chi» 
un' infinitefima di 3.** ordine è rifpetto ad una di i,'' ciò 
che una di 2."^ è rifpetto alla quantità finita, e cos\ delle 
altre • Quindi data una quantità infìniumente piccola farà 
facile il cooofcere T ordine infinitefimo a cui efia appartiene • 
Per efèmpio dmdy è infinitefima di 2.^ ordine, poiché dxd^: 
dx::dy: i; dxdydz è di 3/ , poiché dxcfydn :dx:: (fydTiii ec 

A2 



4 Nozioni e Regole 

Dunque il prodotto di 2, di 3, di 4, ec quantità infinite- 
fime di primo ordine è un' infinitefima di 2.^, di 3.'', di 
4.'' ec. ordine rifpetto alla quantitk finita od all' unitk. 

Allo fleffo modo fi dimoftra che il quadrato, il cu- 
bo , e in generale la potenza m/^'" del differenziale dx 

è un' infinitefima di 2.^, di 3.'', di m**^"** ordine: 

Quelle potenze di dn fi Scrivono d' ordinario in quello 

modo dx" ^ dx' y Jx" • Conviene però olTervare a non 

confondere quelle potenze di dx co' Differenziali di i."* or- 
dine delle varie potenze di Xy cioè co' Differenziali di ^^ 

x' y «" , i quali, a fcanfo d'ogni equivoco, fi pof^ 

fono fcrivere così ^(**)j ^(*')> ^C*'")* 

VII- 

Calcolo Infinttefimale fi chiama l'analifi , ovvero il 
modo di calcolare tutte le predette quantitk infinitamente 
piccole. Sua prima parte è il Calcalo Differenziale ^ chiamato 
altrimenti Metodo diretto delle fluffioniy perchè infegna a 
ritrovare i differenziali di ogni ordine per le varie fiinzioni 
di una o più variabili. La feconda parte fi chiama Calcolo 
Integrale y Metodo inverfo delle fluffioniy e con fide nel re- 
greilei dot Càlcolo di&renziale, ovvero nel metodo di ri- 
trovare la funzione a cui appartiene un dato differenziale. 
r II principio a cui le regole di quelli due Calcoli fono 
appoggiate è ih feguente : 

; ' ' VITI. 

Se due quantità finite y ed in fé determinate non diffit'- 
rifcoho tra loro che di qualche quantità infinitamente piccola 
effe fi. devono affùmere .per eguali . Poiché egli è evidente che 
fé due quantità finite omogènee non foffero eguali , ma avef^ 
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fero tra loro alcuna differenza , quefta farebbe finita • Dun- 
que fé tra due quantica finite omogenee non paiTa una dif . 
férenza finita, quelle due quantità fono tra loro eguali; 
cioè fé la fuppofta differenza è infinitamente piccola , le due 
quantitli finite (bnù rigorofamente eguali tra loro. Parimente 
devono aifumerfi per eguali due quantità infinitefime di qual- 
iifia ordine quando non differiicono che di qualche ìnfini- 
tefima di ordine fuperiore. Cioè le quantità infinitefime di 
ogni ordine devono fempre difprezzarfi nel calcolo quando 
ritrovanfi unite co* fegni -f^o— - a quantità finite od infi- 
nitamente piccole di ordine inferiore « 

IX. 

Problema, i.* Cercare il Differenziale della fomma 
della differenza di piÌ4 quantità /empiici variabili , e cojlanti 

Sia propofta la funzionex+z— *« + ^'~**5 nella quale 
M, >, % fono quantità variabili, tà a^ h quantità coflantL 

La quantità x dopo di avere variato d'una porzione 
infinitamente piccola fi muta in i^-f-t/x, là y in jr + rfjr, 
la 2S in % + ix, le quantità a^ b non poffono variare per- 
chè fono coftanti, e la funzione data fi muta in *+(/« + 
> + i>— •« — rf« +/!—*• Il differenziale d' una data fun- 
zione è la differenza tra lo flato delta medefima avanti un 
cambiamento infinitamente piccolo, ed il di l^i ftato dopo 
queflo cambiamento (IV.): dunque il differenziale cercato 
fera la differenza tra pi-^^y — z-^-a-^b , ed w+^-^+j'+^K 
r-»— i»+^*~'^) COSI cflb farà df^-^-dy-^dz. 

* 

X. 

Corollario, i.^ ^indi per avere il Differenziale 
delia fomma ^ o della differenza di pih quantità femplici 
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variabili j e cefianti fi uniranno infiemc i differenziali delh 
fole variabili co' loro proprj fegni . 

XL 

Corollario z.^ Tutte le quantitk cofhnti aggiunte 
o levate da una funzione di quantitk variabili non mutano 
il di lei differenziale; poiché dx-^dy—'dz è il difièren* 
ziale non meno di «-}-> — », che di K^y^z-i^a — b. Dun- 
que (è due o più funzioni non differifcono tra loro che di 
quantitk coftanti, comunque aggiunte o ibttratte> avranno 
uno fteifo differenziale^ 

XII. 

Problema 2.** Cercare il Differenziale del prodotto di 
pili quanti f^ variabili y e coflanti. 

Sia primieramente il prodotto asc d'una variabile 9$y 
e d'una collante a. Per ritrovare il Tuo differenziale (l 
rifletta che x dopo un cambiamento infinitamente piccolo 
diventa x-^dx^ ed il Tuo prodotto con a fi cambia in ax 
+ adx ; dunque tolto da quello prodotto il dato ax y il 
refllduo adx fark il differenziale cercato di ax. 

Sia in zJ" luogo li prodotto xy di due variabili « Dopo 
un cambiamrato infinitamente piccolo x fi cambia in ^4*^^^^ 
y in yk-djfy ed il prodotto loro xy in (x-\-dx)Jy^dyj=^ 
my-^ xdy -^ ydx ^ dxdjr^ Dunque Tecceflo del prodotto apji 
+ ^dy -{^ydx ^ dxdy fbpra xy , cioè mdy -f- ydx -f" dxdy làrk 
il differenziale di 19^, e tnafcurando la quantitk infìnitefima 
di 2.** ordine dxdyy la quale fvanifce in confronto delle al* 
tre, iark il medefimo differenziale xdy}-yJx. 

Sia inoltre il prodotto xyz di tre variabili» Dopo il 
iolito cambiamento iboravveauto in ciaicmia variabile « il 
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prodotto 9(y% fi cambia in (* + ^) • (yif- 4^) • (« + ^«) ==! 

dpcdydz. Dunque tolto xyz da quefto prodotto, e tmicurati 
tutti i termini di ordine inferiore, fi avrh xydz -^ xzdy -^ 

y%dx pel differenziale di xyz. 

Allo fteffo modo operando fi trova d(xy%v)^=:xyzdv 

+ xyvdz + xzvdy + yzvdx ( * ) . 

XIIL 

Corollario i.° Da tutte quefie funzioni differenziate 
fi ricava generahnente , che il Differenziale del prodotto di 
pili quantità variabili y e cojlanti fi trova moltiplicando il 
differenziale di eia/cuna variabile pel prodotto di tutte h 
altre quantità variabili^ e cojlanti^ efommando infieme tutti i 
prodotti • 

XIV. 
Corollario 2.^ Con quefla regola fi ha 



d{K'ha).y^b=:(M + a).d(y+b)'\-(y + b).d(si^a); 
ma (x'\-a).d(y+b)=z(x-{'a)Jy^rGxdy'{'adyy 
ed (y + b)J(x'j- a)z=:(y-{' b)Jx:=iydx+ bdx 



(*) Trovato il differenziale del prodotto di due variabili jr^, ì differenziali 
degli tltti prodotti x/Z) xyzv fi poffono ottenere con femplici foftitit* 
zioni. Cerchifi per efempio il dif&renziale di xyz : poHo xyznp fi avrà 
xyz^zpz^ e d(jxy%)':sLd(fx)\ ma pel cafo delle dae variabili deve effere 
à(px) ^=i pdz '\' zdp : dunque farà d{xyz)zzpd%'\^zdpy ed effendo pari- 
mente dp ss d(xy) zs xdy -^ jfdx (siTÌ d(xyz):=:xydz'^xzdy^yzdx . 

Similmente richiamato il prodotto xyzv alla forma pv coli' eguagliare xyz 
a p fi avrà d(xyzv)^zdiyo)zzpdv + vdp\ ma dp^^d(xyz)7:z(^\ cafo 

precedente) xydz"\-xz4y'\'yzdx. Dunque farà dCxyzv) zsz xyzdv^xyvdz 
+ xzvdy -^yzvdx • 
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D unque d{H+a . y'^b):=ixdy'\r<^dy-{'ydx+bdM 
d{9cy.%-\-v)=ui{%y%-\'xy vy=^{xy%)^d[»yvj=:9tyd%'^zdy'^y%d9l 
+ 9cydv + 9ivdy -^yvdx . 

XV. 

Problema* 3.^ Cercare il Dijferenzìale di un quoto y o 
di una frazione i cui termini fono variabili • 

Sia quefta frazione ~ 

Si foftituifca »^dx ad x, tà y-^dy za y'y fi avrk la 

frazione trasformata ,. . . Ma dalF attuale divifione fi ha 

J+^ = 7 + 7— -7- — — + 7- + r ec. Dunque que^ 

fta ferie è lo flato di ^ dopo un cambiamento infinitamen- 
te piccolo, e^rò il differenziale cercato farà quefta ferie 
fminuita di -^^ e delle inutili quantità infinitefime d' ordine 

fuperiorc ; cioè effo fari j — ^5 ofTia ridotti i termini 

al medefimo denominatore, ;; — (*). 

Co. 



(*) Quefto difierenziale fi ottiene ancora col mezzo d'una foftititzione«^ 
jonde àz s= — ITl-J. cioè rimettendo — in luogo di z > ^x s 

y ^ y y 

^ ydx—^xdy -^ j/* > — y^^ "~ ^^y 

SS <- --^. Dunque rf(— ) = ^ 1-^ . 

y ^ y y"" 
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XVI. 

Corollario i.* Quindi per diferenxiare un quoto od 
una frazione y i cui termini fono variabili y fi moltiplicbiildiffe* 
renxìah del numeratore pel denominatore j ed il differenziale 
del denominatore pel numeratore y fi fottragga quefto fecondo 
prodotto dal primo ^ e fi divida il refi duo pel quadrato dei 
denominatore ^ 

XVII. 

Corollario • z."* lì differenziale di — e — , e quel- 
lo di ~ è — — : poiché y pollo rf^ = (? ^ fi ha d (—^ 

^^^ adx — xda ^_^ adx ^^^ dx a f ^ \ — - '^^ "^ ^^' *— 

•~ — -- • Dunque le coftami y per cui fono o mohiplicati 

o divifi i termini di una frazione variabile y punto non al- 
terano le regole di differenziare y rimanendo effe ne' diffe. 
renziali quali erano nella frazione prima di di£Eerenziarfi • 

XVIII- 
Corollario 3.^ Della regola generale ftabiiira fi ha 

j / ^y\ ^ à{xy) — xydz xzdy -f- yzdx — xydz 



«» a» 



*-|-«"v (»— /f).<iCx4-tf) — (*-J-«).<i(»— tf) -yidìc 



Cx— 4)» (*— ^)» 



XIX. 

P>ROBL£MA. 4.** Cercare il differenziale di una varia- 

B 



IO Nozioni s Sìexìqìl^ 

bile X elevata ad una potenza di qualunque efponente m 
pofitivo y negativo y intero , o fratto • 

Alla variabile ;« foftituito n 4* dx inviece di x" fi av- 

t\ la trasfónnara potenza ( ^ 4* ^^ )"• Ma per la notiflima 

)Kbrmt)b del bincynio ( ^ -f- ^ / =: «g"* + mìfT^^ dx 



Dunque fbttratto x*" da <^uefta ferie ^ e negligentati tutti 1 ter- 
mini in cui ^;c è inalzata a qualche grado di potenza, perchè 
evanefcenti in confronto di m^'"'"^*, rimarrà quefto fol ter- 
mine pel richiedo di^erenziale di x*"; cio^ fark 



i< I I IW I » I 



O Qp^Ao dif&renziale fi ritrova ancora fenza far ufo del binomio nel 
modo feguente. 

Sia r efponente m un numero intero pofitivo . La potenza ir* altro non 
farà che il prodotto di tante y quante unità fono in m , cioè efla farà il 

prodotto di altrettante x y y y «, », ec. ttitte eguali fra loro. Onde 

fé m avrà alcuno tra i valori interi pofitivì ^j j; 4i s ;..,.. ce. 
Sarà x'^ =:** = X7 • 
x^^^x^ -zzxyz. 
je*» ss X* := xzyv • . 
ec. 
Ora (XII) d {xy) = xdy + ydx. 

d (xyz) 32 xydz -f- xzdy -^yzdx . 
d (xyzv) z^ xyzdv -f>^ xyvdz -f- xzvdy -f- yzvdpi . 
Dunque per •efler€ ^ ss ^ c= z :? jy = ec. 

Sarà d C** ) = *^' "h *dx s= i*^* . 

rf (*») = x^ dx-\^X' dx -^ x^ dx^sz^x^ dx . 

ec, 
E in-geierale <f ( **) ss »!*•"- « /ir » 

Sia m un numero intero negativo efpreflb generalmente da — • n^ 

I 
Pollo »•""=/, farà — j^- = ;^, ed i zz yx* y onde dif&ienziando fi av- 

X 

rà s **• ^;^ + nyx " "^ » //x , poiché » è numero intero pofitivo ; dun- 



Del Calcolo dsffbhenxiale ce ii 

COROtLARÌO l." Quindi ad avere ti différenì^ale- ài 
tma variabile inalzata ad un» potenza di gualfivoglìa'^/po- 
ngnte negativo y intiero ^o- fratto^ fi dimiituifca quefio fuo efpO' 
nente dì un unità ^ cioè fi aòBaJfi di un grado la potenza del- 
la variabile y e fi moltiplicki quefia nuova potenza pel primo 
epfponente y e pel differenziale della variabile prefa fempU- 
cemente . ' '" 

-■..-■■. XXL ■• -^ 

Corollàrio i.* Con. quefta regola' fi ottèogonq i tz- 
guerrti differenziali 
d («>') =sj>'d{it'') + x'"d(^') =^my'ìi" 'dx-^-nx'ji'"'* dy \ 

que dy = ~ ; cioi per edere _y^»"', e d/^ d C»~"), ùti 

d{x~-) = ^nx~'->dx. 

Sia m una frazione pofìtiva erprelTa generalmente da — . 

Porto * V— ^j fajà X' ^ y ; m. «imeri interi pofidvi ; 

dunque differenziando. avrafTì nx'~"d tfy ss :r~~j 

cioè per eflère^ =; x»'* , t/ys^i (^ ~ » f*rà 

jf —. Hx'x'-'^dx n — "', 

d{x -■ ) ^ = — » ' rfjf. 

r«' r 

Fìnaltnsnte G» m aua frazione negativa eTprellà da — — . 

Pollo X ' ^/Ctrk I ssy x'f onde per efleres,r nameri interi politivi, 

diflèrenziancto fi avrio = r*">'"' rfr + 'V' *"" ''^*>e''> = — —/»"'«'». 

Ma jrs: X , cdy=d{x ). Dunque rimettendo quefli valori, li avri 

^(."■^)=— ^«''^"*. 

B 2 



Il Regole , e Nozioni . 

i y ('^+'')'=d('- +'-f=%'i- + af" J(:i- +^) 



C) Il diflèrenziale della frazione —, che al problema teno ùi ritrovato 
col mezzo della divifione, ed alla nota allo fteffo problema «od una foftitu- 
zione , G ottiene anche più facilmente colla prefente regola generale; poicbè.. 

J = 'f-, ^ d (*/-•)=/— Jx + tJi;, — ) = y-'ix — «r-** 

y f ~ y *- 



CAPO SECONDO. '^ 



Differenziali delle funzioni logaritmiche , 

£ circolari* 

XXII. 

ir 

JlLi EMMA . Ogni numero puh ejfere rapprefenfato da l + « , 
ed il fuo logaritmo dalla formola 

fog.(i+^) =^ (*^ — T^' + T^' — f ^'+f^*— ec), 
in cui A è il modulo Jel fijlema logaritmico . 

La prima parte della prepofizione è per fc manifefta* 
Per la feconda parte fi faccia ( i -f ^ )*== i +2, log. ( i -f ;») 
=: ^x 4- Bx*+ Cx' + D;c*+ ...ec, e log. (i-H) = ^%4-B«' 
-f- Cz' -f- D%^ 4" • • • • ce : le quantitU A^ B^ C, ec. fono a 
determinarfi col noto metodo de' coefficienti indeterminati. 
Però fi riduca la prima dì quefte tre equazioni ai logarit- 
mi , facendo m log. ( 1 4"*) = log. (t-^-z) ; fi , moltiplichi 
la feconda per m, t £i eguaglj il prodotto alla terza equa* 
zione. Si avr^ mAx-h^BK* +-wC^' -H mD\^ + . . . ce =: Az-^Bz^ 
+ Cz'-\-Dz* 4- -..ec 

In quefta equazione fi foftituifca il valore di z dedot- 
to dalla prima , cioè %=3 (i4'*)"' — i=5 ( riducendo 



» m lene ) iw^ + ' k^ -i x^ + cc 

^ 1.2 I. 2. 3 

Sì avrk mAx + mBn"^ + mCx* 4* wD^ 4* • • • ce = 



mAn + 



.m— I 1 T jf I 

^ B J mi C } 



• . . . 
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«iM^BiWBM tmmmmJ^' ^idk«rfl^M • 

T- 2^ 

1. V..}^.^! 



»l* •»!— I • W' 


Hij» 


3 

m* .m— 

4 




?w» • m- 


-'e 


2 


m« D 



«*+ ce. 



/ » 



II coeflSciente di ciafcuna potenza di « pel primo, mambro 
fi fuppoDga eguale al coefficiente della fleflà potenza dì » 
nell'altro memb ro ; cioè fi formino quefte equazioni. 

mJiss A-^m^B, 



mC 



A+m'.ni^i 5 4-w» C. 



6 



I. 






— -T-*-C+— C-j^m*D, 

Dalla prima, equazione fi ha B =z —i-A, Quefto 
valore di B fortituito ««Ha feconda dk C =* ^ ^. , l va- 
lori di ByC poftl neir equaaione fegaente^ danno quello 
di D =: — ^A, Continuando a foftituire i valori trovati 
nelle altre, equazioni d trava ^ss-j- A'y F ss ~- A ...ec. 

Finalmente foftituendo quelli valori alle- ftefìé quantità 
ByC ,D , ec. nella feconda equazione log. (» + «) =zAc-i- 
J5»* + Cx' + Dx* + ec. , fi avrà log. ( i^-x ) ^ Ax 
— f^** + T^*' — f^** + f ^** — .... ec = 



LOGARITMO E CIUCQLÀ&I^ 1$ 

XXIII. 

Problema i.^ Cercare il differenziale di una quantità 
logaritmica y . 

' Si faccia \o%^y =s « ^ e fi Apponga che j^ ^ % diventino 
y -{- dy j z -{- d%. SaA log. ( j^+fl[y) = x-^ dz; onde dz 

= log. {y + dy) — •% = log. + dy) — log. y = log. ( ^ ■ ^ ) 

=:log.( I -| — ^). Dunque pel lemma precedente, fcriven- 
do — invece di^,fi avr^ ^^g* ( ^ H — ^) o^^ ^^^^ ===5 
^(— — -^ + — — ...ec. ^ =3 ( ommeffi tutti i ttr- 
mini infinitefimi di ordine fuperiore ) — ^. Cioè d (log.> ) 
= -— ^5 ovvero, fe il logaritmo di y s' intendere iperbp. 
lieo , in cui A=z I y fark d (log.;^) = — . 

XXIV. 

Corollario i.^ ^indi il differenziale del logaritmo 
di una quantità variabile fi trova dividendo il * differenziale 
della quantità per la quantità fteffa , e moltiplicando il quo-^ 
zicnte pel modulo del dato logaritmo* 

XXV. 

Corollario 2.^ Col mezzo dL quefta regola fi hanno 
quelli differenziali, fupponendo i logaritmi iperbolici. 

d {\. a9i) := — ^ = — ; ovvero , per cffere I. a^ 
1. 4+1.^ , faAi (1. tf;tf) = J(U+l-^)=:~. 



i6 Differenziali delle^ funzióni 

4 ( 1. ,y yy±±J!± = i^+^,ovveroi(l.«>')=i(U+I.>) 

àr 1^ Ay ydx-^xiy 

X y xy 

max 



X 



d( 1.*- )•=</ (wl.*)" =»(wl.x)"-' ~ = w; (].**)-' 






-^ ( 1- ^ ) = ■'C I- ^+«-1- — ' ) =■ .-T7 + 



^x liitix 



tf— AF tf*— ** 



rfjtf . xdx(,x^^b 






Jjr xd» ^^ b*' dx , 

*"" ~ "* x*^ *• "^ *»+-**** 

XXVL 

CoRLLARio i^ La medefima regola ferve a determinare \\ 
differenziale di un logaritmo di logaritmo, cioè delle quantità 
hi.*; 1.1.1.*; 1.1.1.1.*; ec. in cui ciafcuna 1. fignìfica lo- 

garitmo . Imperocché , pofto 1. * r=:y ; e però iy = — , fi avrà 

« ^ 

d (1.1.1.1.*) = fl?(Lll.>) = T^'Tx ^^ Ti — xTZTTTZ* 

e 
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dit 

e in generale!/ (!.•«) ^^i,^ i.>^ |..^..,,|,.,~.^ , indicando 

per 1.*, I,',..é.l" il logaritmo di 2." > di 3.* di m.'*"' or- 
dine . 

XXVII. 
Corollario 4.^ Datr equazione d(log.x):=si — fi ha 

99 d{\og. 99):=zd99. Dunque il differenziale di una quantità 
qualunque 'variabile è eguale alla quantità fieffa moltiplicata 
pel differen%iale del fuo logaritmo • 

CoQ quella fola regola fi pofibno determinare tutti i 
differenziali ritrovati nel capo precedente con altrettanti 
metodi particolari: poiché 

i."" d{99y) =: uyd ( !• xy ) = ^ j^ (~ + '^\=siyd9^+ udy . 

^: d(^)=^^ d (lJL\^JL(É!L^±\ ^ 

^ y J y ^ y J y \ X y / 

xdy ^^ydx'^^xdy 

3.« ./(«-) =*-rf (r.,»-) =3** i/(i». i x) = »-(~^) 

XXVIII. 

Problema 2.** Cercare il differenxiale dì, una quanthà 
efponenziale y cioè di una potenza il cui ef ponente fia va- 
riabile. ■■,■•■■ 

Sia primieramente^. Si £iccia i«" assj» ; fiirlt «1.4 ssi/j' 

d/ 

d (à') :=sdyy ladn — ; onde dy ss j^ladu; àoè iòfti-. 

tuendo i valori di/e dy^ i»x\A (a' ) ss ^1. adn* 



/ 



X8 DlPFERENZlALI DELLE FUNZIONI 

SÌ3Lit>, Podo }t'=z; farà j» l.*=:L «,</(*') = rf«, 

cioè </(*') = *' ( I. j»</y -1-^) = x» I. «</^ +/*'"• </«. 

Sia la quantità efponenziale di fecondo ordine ax\ 
Porto Yjt*^s=: z , farà d ( /?*^) s=sdzyì^la=sl%f — = 
1. /» i ( »* ) =s(cafo precedente ) 1. 4 ( x' I. ;f^ +>'*'"'<'« )»«<'* 

Allo ilelTo modo fi trova che il difierenziale di m'' è 
^^ (>"^^' dx-^y Lj^ !• «i» + «/"' L x^ ) ; poiché fatto 

onde moltiplicando per v, e rimettendo per v , e iv i loro 
valori farU dv ^ offia </ (xy')s5:xT*(/x'^'flf;tf4-/l«7 !• '»^» 

Da quelli differenziali (ì vede che qui pure ha luògo 
h regola ^abilita nell'ultimo corollario del problema pre- 
cedente ; cioè c^c il differenziate di ogni quantità o funzione 
compofta comunque p di foh 'variabili , o di variabili e cojlan- 
ti è femprQ eguale al prodotto della Jlejfa quantità o fun* 
%ione nel differenziale del Juo logaritmo . 



k t ft « \ 



XXIX. 



Problema 3»^ Determinare il differenziale di unn fun- 
:^iit^t -tirciìtnie -corri/indente -ad un dato arco od angolo va- 

rgtéiifi ify.., :'..'■•■■. ., - , 

Si foftituifca ,M -j- dx.ìn. luojgo di *. Si ^vrk 
i." Peraitfefeniiafe dèi Seno 
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Sen. (x+<^) = Scn*^, Coùdx -f Cof. «j. Sen. J^ ^ fup* 
poflo il raggiò =: I (*) • Ma fupponendo Cof. 4;^Ar = Rag- 
gio =: i , e Sen. ^« ss d9f ; cioè il cofeno di un arco in- 
fioitamente piccolo eguale al raggio, ed il di lui feoo 
eguale all' arco fteflb (**) , fi avrk Sen. (x + (iW) =s 
Sen» M + Co£ se. dìc. Laonde creicendo T arco x della por- 
zione infìnitefima dx^ il di lui (èno crefce della quantità 
Co£ x.dn. Dunque CoC X • i/x fark il differenziale del feno 
deir arco x : Cioè il differen%ìale del feno di un arco circo^ 
larcy il cui raggio fi fuppone:=il , è eguale al differenziale 
delf arco moltiplicato pel cofeno defi^ arco fieffo . 

2.** Pel differenziale del Cofeno 
CoC (« + <'*)= Cof. X. Cof. ix — sen. X. Sen. du ^ fatto il 
raggio t=s I ; fupponendo come fopra Cof. dx = Rag. =: i 
e SQfi.dx ^zdXyfizvrÌL Cof. (x -^ dx) =: CoC x — Sen.x.dx. 



(*) Qpefta e le altre forinole che verrò efponendo intorno alle unzio- 
ni circolari fi trovaifo in ogni compendio di trigonometria piana. Sianoci b 
due archi di circo!» y il coi raggio fi fuppone =: i : 
Il feno della loro fomma farà Sen. a. CoC B -fr Cof. a, Ssn. B. 

Quello della. .Toro differenza • • • . Sen. a. Cof. ò •—•Cof. a. Sen. B, 
Il cofeno della fqmma de* med. archi. Co^* ^ • CoC i "^^ Sen. a. Sen. 3* 
Quello della Differenza CoH a. Cof. 6 -f- Sen. a. Sen. B. 

Cam m 

La tangente dell* arco a farà ^ -p-j:—; poiché Cof. ^ : i ::'Sen.ir:Tang.tf . 

f^ e 
La Cotangente di a farà =: -^^-^ — ; poiché Sen. s : Cof. a :: i: Coi;^.- 

La Secante ss >, ' ■ > e la Cofecante ss -—^t poiché Gof. ir : z : : i rSec^. 

Col. a Sen. a 

e Sen. a i i :: i : Cofec. a ce 

(**) Il cofeno di un arco zero é eguale al raggio: dunque il cofeno. 
di un arco infinitefimo può fopporfi eguak al raggio . I feni degli arcfiì pie- 
colifHmi fi confondono cogli (le/fi archi : Dunque ai leni, degli kxdà rinfili* 
tefimi fi pofsono foitituire gli archi fiefO^ e viceverfa. \ 

2 



• » 



;.-^ 



eo DlFFERlMZrALI DELLE FIWZIOKI 

•Onde crefcendo 1' arco n della porzione iafioitcfima rfx, il 
di lui cofeno decrefce della ^uancitk Sen. ti.dtt. Dunque 
— Sen. * j. dx^ farà la fluflìone del coicno del medefimo arco : 
cioè, it d'tJforeHZÌah del cafeno di un arco è eguale al diffe- 
rvaziaU- deW arco moltiplicato pel feno del f ara Jieffo . 

3,"* Pel. dififeireaziale della Tangente ., fofte femore il 

raggio t==: i , fi h? Tang. * =? ~^.. Dunque </(Xang. *) 



CoC»;t 



c^ i;>^" ' -^ còryT < /^«^ " + S«n.*^ )> Ma 

CoC* » ^ %^:^ M p= (Rag.)' ?= I. D.ungue i (Tang. j») =:.;r^ : 

cioè /V d$0kreri9iale della Tangetite di un arco circolare è 
^&Hah al di£ercnziah deiH' jrcp divifo pel quadrato dal ao^ 
feno dell' arco fieffoj. 

4.^ Pd d^ifferenziale della Cotangente iì ha <^otaog. « 



renatale, dell a Cotangente di un arco è eguale jfl differenziale 
negadvo delV arco divifo pel quadrato 4cl fem delP .axco 



I 



,.. .r.5'°;^«l differepzialjs della Seoaute (vìok 5ec* s» • - -^ . 

Cor.» 

^^Sl^iHiJ^fiprenìiiaie. della Secante di un arco ^ eguale ut pro- 
dottò Mèi differenziale deli* arco nel feno dell* arcofiejof divi/o 
pel quadrato del cofeno ^ 



f 



<!.. • 
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6* Pel difTereaziale della Coiècante , fi ha Cofec x 
= ^. Dunque i(CofecO = ( s^,)^- ^^) 
c— — ■ ■ / ^ — : cioè ì/ differenziale della Cofec ante di, un 

arco è eguale al prodotto negativo del differenr^iale delf ar* 
co nel jcofeno dello fteffo arco , divi/o pel quadrato del feno • 

XXX. 

Corollario i.^ Dal dìfierenziale di dafciiaa delle pre- 
cedenti funzioni ', è facile il paflare a quello dell' arco «* 
Non fi ha che a fvolgere la d» d«t <)uel differenziale : cosi 

fi avrà I. d96 c=s ■— — — . 

Cof. X 

\o . d(Cor.x) 

Sen. X 

^^ dx = CoOn. d ( Tang. h ). 
4.^ ^y = — Sen.*«j. rf(Cotanjg. «?)• 

Cef.* « • /i ( Sec. jr) 



.** rf;tf 



6p dx 



Sen.» x.d ( Cofec. * ) 



^1^ 



cor.« 



<m) •' 



XXXI. 

f 

COROI.LÀRIO t.** Pofte tutte quelle forinole dìfièreoziali* 
ìa y una funzione qualunque dell' arco circolare m ; cioè 
i."* Sia jr il féno dell* arco «^ 

SarV dx =3 —====; poiché, fatto il fag^o eguale all'uniti, 
làrìi Coli H essVi — Sen,' « , e foftituiti i valori nella 



prima formola del corollario precederne da css ' '* , 
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avraffi la trasformata dx = ^ 



2.** Sìa y il Cofeno dell' arco «r; per la feconda for- 



mola dello fteilb corollario fi avrk d» 



poiché Sen. « = ^ i — CoC«, 

3.** Sia y la tangente. Per là terza formola fi avr^ 

^ - ; poiché Cof. « =" ' — 



dn 



i +y 



Sec. X 



d» 



^ I Tang.* X 

4.° Sia jf la Cotaagenic . Per la quarta formola fi avrk 
= ~T ; poiché Sen.* = - / ' = ^ — ?- ■ 

!+>* "^ Cofec. X V^i-fCot;»;* 

5.° Sia > la Secante. Per la quinta formola fi avr^ 
^ ; poiché V*Sec.* « — i = 



Sec x.Sen.^, e CoH x 

I 



CoC* 



Sec. jr 



; onde Seik «^ 
I 



Tang. 9c =: 

V Sec.» jr — I 



Sec 



Sec* ar * Sen. * Sec x . v^ Sec* jt — 1 

d.'' Sia finalmente > la Cofecante . Per T ultima formola 



dello fteflb corollario il avr^ i« 



A^ 



; poiché 



^ Cofec; 



Cofec JT 



; onde Co£ 9$ 



Cotang*. M c=s Cofec. x. Cof ;tf, e Sen. » 

_V' Cofec»* 



Cofec 



^ — f,SQn.*^ 



"Cofec** * * 



Con X Cofec X • \/ Cofec* x^^i 



.. • 



.-t • 



GAPO TERZO. 

Differenziali di ordine superiore . 

XXXII. 
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Differenziali di ordine fuperiore fi prendonp come i dif* 
ferenzialii di i.'' 

Sia X una funzione di « , ed JCdn il Tuo differenziale 
di primo ordine, in cui X' è ancora una funzione di x. 

Si differenzi X!dn riguardandolo come il prodotto del- 
le due variabili X', dx. Sark d{Xdx) =s dxdX" + Xddx; 
e fupponendo che il differenziale di Xf fu X^dx , in cui X' 
eiprìme una nuova funzione di x , fark d ( Xdx ) sss 
X'dx' + Xddx il 2.^ differenziale di X. 

Si di&reozj queft' ultimo differenziale rig«ardando i 
due termini X'dx^ ^ e Xddx come due prodotti delle quat- 
tro variabili X\ dx^ y X ^ ddx . 

Sark d ( Xd$^ ) c= dx' dX' + 2X'dxddxy 
e d(XdJx)=^X'dxddx^Xd' X . 
Onde fupponendo dX'=sX''dx fi avrk X''dx'+ ^X'dx ddx 
+ Xd' X pel differenziale di 3.'' ordine della funzione fi- 
nita X, 

. Continuando ad operare nella fteflà guiià avrafli il 
differenziale di 4.**, di 5.°, ec ordine. 

XXXIII. ' • 

% 

CoROLLAUfO • ^indì ad avete un differe?$tiah di or^ 
diw fuptrme 4$ mna data funzione. 

I.** Si prenda il differenziale di frimo ordine detta data 

funzione • 
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2.^ Si prenda il differenziale di qtéejla prima funzione 
confiderando come altrettante variabili ^ e le variabili fteffe , 
ed i loro differenziali : con che fi avrà il differenziale di 2.^ 
ordine della data funzione • 

3.^ Si dìfferenzj quefta feconda fluffione , fùpponendo 
variabili le variabili fleffe ^ $ differenziali loro di i."^ ordine ^ 
e quelli di iT : ciò fatto , /* ottenuto differenziale farà di 

3.*^ ordine. 

Similmente operando fi troveranno i differenziali di 4*'* , 

5.^, ec. ordine . 

Efempio i."" fi cerchi il differenziale di fecondo ordine 

di X — A' + ^ • 
Differenziando quefla funzione fi ha dx — d^y 
e differenziando quefta prima differenza fi hi ddx —^ ddj^; 
dunque fark dd {x — y + ^ ) = ddx ~ ddy. 
Efempio 2."* Vogliafi la feconda differenza ài xy^ 
Si ha Differenza ipnm2Ld(xy)s:^xdy'^jfdx . 

Differenza feconda d ( xdy -^ydx )rr=:d(xdy)+d (ydx) . 

Ma d{xdy)=sxddy'^dxdyy 
d (ydx) zzizyddx-^- dxdy . 
Dunque irf ( x^ ) = xddy +yddv + idxdy . 
Efempio 3.** Sia propofto dd (xyz) . 
Differenza prima d ( xyz ) = xydz + xzdy -{-yzdx ^ 
Differenza feconda d{xydz + xzdy +yzdx ) ssz d {xydz) 
^ d{xzdy+d{yzdx). 

Ma d {xydz)=ixyddz + xd%dy -{-ydzdx , 
d ( xzdy ) == xzddy + xdzdy + zdydx , 
d(yzdx) sszyzddx +ydzdx + xdvdx • 

Dunque dd (xyz)=: ^ddz+vzd^ +/iirf* + ixdzd» . 
^^ydzdxi-izydx. 

Efem- 



SI ORDINE superiore; jtj 



EfempioVSia dd (~). ] 



.3 ' 



Differenza ,.• 4 (d^-) S,j^±_^^^j (±) 



M. . (^) 



yddx'-'^dxdy 






Dunque ''<' (— -^ 



/• ddx — zydxdy -f- a«4>» -^yxddy 



Efempio 5.** Sia dJ (m"). 
Differenza i.*rf(«") = »»»"-'</;». 

Differenza 2.'d(mff^'dì$)=sn»t'^*ddìt+m,np^itr**dtf, 

Cioè dd(ir)ss mx'""ddx+m'f» — i ti^dìf, 
• - Se l'efponente m aveffe qualunque valore» per eièmplo 
/w =s — , ponendo — in luogo di m^avrebbefì 

dd{ir) , offia dd 1/ «-=5 ~-« ^' </</*+ 

(t-Ot «-'^•- 

Efèmpio 6!* Sia ancora propofto dd{^), 
Difièrenza i/ </ ( ^ ) ss (XXVIII.) a'iadu. 

D 
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Differenza 2.*d(ì^l.adM)=i^d{ladx)+ladxd(a')i 
Ma i^d(Ladx):=zi^l.add90y 
ladxd(ir)=:ir (l ay d$^ . 
Dunque dd(/^)=:i^laddx+i^(l a ydx\ 

Efempio 7/ Vogliafi finalmente la terza differenza dì fg^ 

Sark ( Efempio 2.**) dd (x/) = xddy -{-yddx + zdxdy . 
E però differenza 3 •* ^ ( xddy -{-yddx '\'2dxdy):=:d (xddy) 

+ d(yddx) + d(2dxdy ) . 
Ora d{xddy)=ixd'y + ddydxj 
d(yddx)^=^yd' x-^-ddxdy ^ 
d{2dxdy)=::ldxddy 4" 2dd^dy . 
Dunque d*{xy);s:: xd!y + ddydx + yd* x + ddxdy + 2dxday 
\ 2ddxdy . 

XXXIV. 

E* fuperflua T addurre altri efempj : i metodi gene rali 
che abbiamo infegnati badano a determinare i differenziali 
di ciafcun ordine per ogni funzione comunque campofta di 
quantità algebriche e trafcendenti . Soltanto fi avverta che 
Te in paffando dalle prime alle fuperiori differenze ^ fi 
prendere per collante qualche differenza dì i.** ordine , le 
formole differenziali ricercate, faranno e più facili a deter- 
9iinarfi ^ e più femplid dell' ordinario. Si vogliano per e- 
fempio tutti i differenziali di *"• col fupporre coftante la 
differenza dx . 

i'*"'=i( wx""''^x)=: w,w — I x'^^^dx^; poiché ddx = a 
d' x''=z d ( m.m — i x'^^^dx'' ) = m^ — i. m — 2 •""V;»' • 
rf* k^=i m . fìp-^i • m — -2 • >w— "3 x'^'^^dx* . 
E in generale ^•^"•:5;iw.w — i .iw-~2.f.,(w— ;i+ j ) x'^^dx''^ 



CAPO Q.ÙARTO. 

Uso DEL- Calcolo Differenziale 

NELLA FORMAZIONE DELLE SERIE. 



n 



Sia 



X una variabile , ed jr uaa qualunque flia funzione • 
Per un numero indeterminato di volte fi accrefca ciafcuna 
di quefte due quantità del fuo rifpettivo differenziale y riguar- 
dando {èmpre come collante T infinitefima (/*, e fi prendano 
i diverfi ftati di y per funzioni degli corrifpondenti di k\ cioè 
ai valori x -^^dxy x+ 2dxy » •+■ ^àxyCc. fi facciano corrifpoii* 
dere ordinatamente le funzioni difpoile nella tavola feguente » 



Valori alTunti» 

X . 

X -{- dx 
X •+• zdx 

X + Z^^ 
X + 4.dx 

X -j- 5^^ 



Funzioni corrifpondenti » 

y 

y + dy 

y -f 2dy -^dJy 

y + z^y + z^^y + ^>. 

y -j- ^y + 6àdy + J^'y -f- d^y 

> + 3fl&' + loitìf> + lO(i' 5i*> +/jr 



i 



ec. 

Dair andamento di quefte funzioni fi vede chiaro^ 
che tolto il i."* termine y in ciafcuna delle medefime y i 
coeficienti numerici di dy ne* fecondi termini fono 1 nu- 
meri in ferie naturale o^i^}y4^.».ec.^e che chia» 
m<mdo n ciafcuno di quefti numeri i coeficienti de* termi* 
ni in ciafcuna di queiW funzioni fono fecondo quella leg* 



n.n 



g« »> 



i.l 



I n.n- 

> 



I • n 



u 2. 3* 






I • ?l— 2- »• 



i»2.3.4* 



. ea (*) 



O Qpefti Coefficienti fono quegli ftefTì del Binomio Neatoniano*. 

Cz 
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Duoqae in generale la fanzione corrifpondeDte al valore 



^ a* y + ec. 

I. 2. 3. 4- 

Si chiami z queft' ultima funzione di x + ndxy e fi 
afluma » infinita . I numeri finiti negativi — i , — 2 , 
— 3, — *4, ec potranno trafcurarfi in confronto dì ny cioè 
a ciafcun numero »— i,»— -z,»— '2, ce, potrà foftituir- 
fi u, ed alla generale funzione di sc^^ndx la trasformata 

% =sy + «<3[y H 1 1 r ce. , m cui ciafcun 

^ I • 2 I* 2* 3 i*2«3*4 

tèrmine , oltre Fy , per effere il prodotto di due quantità 
r una infinita, e F altra infinitamente piccola dello fteffo 
ordine, farà quantità finita (*) • 

Facciafi in oltre la quantità finita ndx = (p, farà x-{-ndM 

q> 
= ;» + <p j ed » =: ■ ■■ . Quefto valore di n foftituito nel- 
la trasformata equazione darà la nuova formola generale 

^ (pdy Cp'Jdy cp'd^y (fU'y 

^ — y^ dx ^i.idx"^^ i.i.sdx' '^ i.i.^.^dx''^^^ 



C) Siccome n è quantità infinita farà n zs: ce ; ma ^>f è una quantità 
infinitamente piccola, quale può riguardarfi come il quoto di una quantità 

finita qualunque Adivifa pèr'un infinita 00 : dunque farà iy ss — , /(y»=s — - 



~ 00 



Uff 'h ìm 

djf^sz — jec,,e quindi foflltuendo avraffiw^y— ^* — =A,»*4^»=:^*.— 

00 oe ^» 

r=A*, ooi^ — :— A'ec. Cioè il prodotto di due quantità T una infinita, e 
r altra infinitamente piccola dello (leflb ordine, farà quantità finita. 



I 

i 
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ì cui termini fàranoo tutti finiti. (*) L' ufo generale di. 
quella formola nella formazione delle ferie è indicato ne' 
feguenti problemi. 

XXXVI. 

Problema i.^ Ridurre in ferie infinita la potenza 

Si faccia ( x+ (p )* =« ; fark^ =3 pT : poiché , eflendo> 
funzione di jc, e % una fimile funzione di x-f-(p,non può 
fupporfi % = (jc+(p)*, quando non fi faccia ancorarsele"*. 

Poflo adunque coftante la dx e difTereaziando continua^ 
mente l' equazione jr ss jc" fi avrk 

dx •" 



mx'^^ 



day 
d*y 

dx' 

ec. 



m . m — I X 



m . m—i • m-^i ;»**"' 



w.w— i.w— 2 iw— 3 



^^. 



Quefli valori foftituiti nella formola generale daranno 



m . tn • III— •! 



la ferie infinita (*+(?)" =«-| «""* (p H — ' »'^ (p* 



tn *fn*^^i • wi— 2 ^^ 



+ — * — ' — ' «""'' <I>' + ec, , (*•) cioè la notìflima efpref* 



(*) Due quantità infiaitefime dello (leflb ordine devono avere tra loro 
un rapporto finito: Dunque dividendo Tuna per T altra avraffi un quot» che 
farà quantità finita . 

(**) Queda ferie fi può ancora ritrovare fenza l'aiuto dell' ufata formo- 
la generale nel .modo f<^uente. 
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(ione del binomio Neutoniano , dì cui ciafcuno fa T ufo nel- 



Cercò primieramente la potenza m del binomio i *f- x, e perciò fap*- 
pongo ( I -f- * )" ^ I -^-jìx -j-jB** -f- Cjt» -f-Djr* -|- ^-^ roetto i al prin- 
cipio della ferie perchè qualunque potenza di i-(*xha z per primo termine. 
Differenzio quefta equazione ed ho wi ( i -f* * )"'"'^* = Jtdx -f- iBxdx 
-|- iCs^dx 4^ 4D*»^>f -f- ec. , ovvero , dividendo pel comun fattore dx^ 
» ( I + X )'— = ^ + zBx -f- 3C** -|- 4D** + ec. (M) Queft' equazione deve 
aver Tempre luogo qualuaque fia il valore di x. Riguardo adunque la x co- 
me quantità infinitamente piccola > ed ommetto nella {lefla equazione tutte 
i termini in cui entra la x^ perche in quella ipoteO fvanifcono in confron- 
to degli altri termini finiti. Così io ho V equazione fempliciffima juCO*-» 
ss^) dalla* qualfi ricavo ^ = ni. 

Differenzio di nuovo l'equazione (AD ed ho w.»?— i ( i+x)"^* dx = 
2Bdx + óCxdx 4- 12D** dx -f- ec. , offia dividendo per dx , 
m.'^imi ( I + * )""* = 2S -f- óCx -J- I aDx* -f- ec. , e riguardando ancora 
la X come infinitamente piccola, cioè togliendo da queft' ultima equazione 

ogni termine in cui entra x ho w. »»— x = 2J?, e quindi £ = m . i»-^-x • 
Continuando nell* iftefla maniera trovo- C = m . w— i . w— 2 • 



tn • tn^^^^i • w— «2 • W"^ } 

D= y ef. 

I. 2. }. 4 ' 

Metto adunque quelli valori nella fuppo/la ferie ed ho ( i -)-x)*^ i 

t • 2.^ I. 2. 3. * I. 2. 3. 4 

+ ec* 

Faccia (* + (pJ*=x-^V^i+^J ^ e fcrivendo ^ in luogo di x 

^+"77 =»+» -^ + ~rr2~* 1^+ 

— *! •'IT "ir^^x^ finalipente moltiplicando ciafcun membro 

perx"4io la cercata potenza x*V.*Hh—y > offia vx-j- <p.) =s x^ -f. 

+_,.-. <p +-777- x-»<p»+ 777.-^ <p' + ec. 
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la forraaziooe delle potenze^ nella eftrazione delle radici^ 
lieir evoluzione in ferie infinite delle frazioni , e le vatid 
trasf9rniazioni m altre ferie più comode e convergenti • 

XXXVIL 

Problema 2.** Ridurre h ferie il logaritmo \.{x ± (p) . 

Facciafil.(ap + (p) = « > faA y =1. «, ovvero y :rzA \.$f. 
(XXII.) 

Onde differenziando -r"= — ; -^=^"^^^1 "7^=5 
— j- ; ec. e foftituendo quelli valori nella formola generale, 

avrafli l.(« + (p)=:I.«» + ^C— — ^* + -2l— ?-+«c.) 

^ ^^ X 2x^ 3*' 4«* -^ 

ferie che convergere tanto più prefto ^ quanto più piccolo 
farà il valore di (p rifpetto ad #f. 

Similmente pel fegno negativo fi troverà I. (jij •— cp ) 

=:Ljc-.^(-^ + -^ + T7+ ^ + ec), ferie che 
fottratta dalla precedente dark l.(»+<p) = 1«(*— "^) + 

In oltre fe in ciafcuna di quelle ferie fi farU 0)=: i, 
fi avranno le trasformate. 

L(jr+i) =:lx + ji(^ L-4._i ^+ec.ì 

L(i« — i) =:1.«— ^(— + -V- + -^ + -^+ec) 



1 
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XXXVIII. 

Corollario i/ Col mezzo di quefte ferie fi poflbno 
calcolare tutti i logaritmi di qualunque fiftema: poiché dato 
il logaritmo di h dalla prima formola fi avrk quello di 
K + 1 , dalla feconda quello di x — i , e fuppofto il logarit- 
mo di jj — I, dalla terza fi avrk quello di Jif+i , e vice- 
yerfa. Finalmente colla quarta formola fenza fupporre ve* 
run logaritmo ^ potrk ritrovarfi quello di una frazio- 
ne qualunque * , il cui numeratore fia maggiore del 

fuo denominatore di due uaick , e quella formola bafterU da 
fé fola per calcolare ogni logaritmo. 

Per dare qualche fàggio della pratica di quefli calcoli, 
fi cerchi primieramente il logaritmo iperbolico di z. 

Si faccia *^' ^= ^i ^^^ ^^=^3 ed -^ =: i, poiché 

nel fiftema iperbolico il modulo di logaritmi è eguale all' 
Dnitk ; e foAituendo quefto valore di « nella quarta for- 
mola fi avrk 

(I , I . I I I 

3 8i ' 1215 ^ i5305> I77»47 

i l-cc j 

1^48417 / 



i 
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Quelli termini 


ridotti in decimali fono 


I ^ 

T"" 


= 0)3333333 




= 0,0123457 


I 
1215 


so, 0008230 


X 

15309 

I 


= , 0000^53 
= , ooooojtf 
so, 0000005 


177^47 

I 


X948Ò17 
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Somma, 0,34^5734 

Tutti gli altri termini della ferie fono inutili , perchè 
ci accontentiaimo di 7 cifre decimali. Dunque farà 
J. 2 == 2 (o, 34^5734-) = o, 5931468 . 

Conoictuto il logaritmo di 2 (1 trovano immediata* 
Olente tutti quelli delie fue potenze e radici : poiché 

1.2*^=^1 1.2* 

Quindi 1, 4 = 1. 2* = 2 L 2 =: 1 , 386293^ . 

h 8 =: 1. 2' == 3 1. 2 s= 2 , 07P4404 • 

". • ' l;itf=: 1.2* = 41. 2'=: 2,7725872 . 

ec 
Ad avere il logaritmo di 3 fi faccia -^-=3,6 per-; 
ciò «=2 : quello valore foflituito nella ferie dark 

l'3 =^ VT "*" "24 "^ Tòo ^ 1^'^ '^éoT '^ "alsii "^ 

/ I ; 1 ' . I 



491 S9^ 32^^224 / 



ioé49Ò 49^59^ 222^224 
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I 

I 

160 

I 
S96 

I 

4608 

I 

22528 
t 



^ 



ioÒ49é 
I 

401520 
I 

2228224 



o , 5000000 
o, 0416666 

O y 0061 500 

o ^ooiiidz 
:o, 0002170 
! o y 0000443 



o , ooooop3 



o y 0000020 



o , 0000004 



Sarà L 3 = o ^ 54^3058 X 2 = r , opStfi 16 
Col logaritmo di 3 fi trova quello di ciafcuna Tua 
potenza e radice, poiché 1.3"'= mi. 3; e co' logaritmi di 
2 e 3 , e delle potenze e radici loro fi trovano tutti quegli 

» ^ 2* N 

efprefll dalle tre formole generali 1. (2'" X 3*)> 1. ( •~r) y 



L ("V ) > in cui m ed n fono numeri qualunque. 



Se invece di porre 



» + i 



3 fi fark 



*-f- 1 



f, fi^p- 



ponendo conofciuto il logaritmo di 4, la fèrie conver- 
gerà aflài piii rapidamente ; poiché iarà " =: 7 , 



e L 



«+i 



1.-^ 

3 



V 7 ' 1029 



I 

1 i^i 



4 



840315 57648 



ki'^) 
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Quindi — = o , 1428571- 



— =s o. ooop7i8 
1029 ^ ^* 

I 
:——•=:? o^ooooiip 



I 



— T-r — = O . 0000002 
57Ò4801 ^ 

c 1. Y= o , 1438410 X 2 = o,287d82o* 

Ma I. -^ = 1. 4 — 1. 2 » Dunque L j=:1.4— 1.4- =- 

I,38<^2p35 — 0,2875830 = 1,05^85115. 

In generale conofciuto il logaritmo dì un numero qua- 
lunque <? + I fi troverÌL quello di a con una ferie preftif- 

fimo convergente col porre -■■ - =s ^ . ' > 

■ Cerchili ancora il logaritmo di 5, 

Fatto = — ; làrà x = x i , e 1. — =2 (^ + 

7777 + TTTT "f" rrrr+^c. V ferie in cui tutti i termini 
dopo il j»"^ fono inati li ; poiché 



I 
II 

r 



3-11* 
. i 

u ^ 

5. IJ^ 

I 

7. Il' 



Oj opopopo 



o^ 0002504. 

O-j^OOOOÓIZ 



o^ oooòooa 



Somma d^opiidctf 

Dunque 1.-^=^,1823:211, ^L5 = L^-.-o, j8fjzi2 
I » 7^*75^4 — o> 1823212 = r , 5oj?4372 V 

E2 



I 



«»' 
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Collo fteflb metodo fi potranno determinare i logaric* 
mi degli altri numeri primi 7, ii , 13 , 17^ ec, e coi mez- 
zo di quefti i logaritmi di tutti i numeri compofti • 5oIo fi 
deve avvenire, che quanto più grandi faranno i numeri di 
cui fi cercheranno i logaritmi, tanto pia pochi termini del- 
la ferie fi richiederanno , e che nei numeri maggiori il fo- 
to primo termine dark il logaritmo cercato • 

XXXIX. 

I 

Corollario 2.* Con quefti logaritmi iperbolici fi tro-. 
vano facilmente i logaritmi de' medefimi numeri per qua* 
lunque altro fiflema: giacché quefti altro non fono, come 
appare dalla formola generale , fuorché gli fteffi logaritmi 
iperbolici moltiplicati pel modulo A. Nel fiftema delle ta- 
vole comuni fapiamo che la bafe logaritmica è io: fi trat- 
ta adunque di cercare il valore numerico di ùf^ affine di 
poter convertire i trovati logaritmi iperbolici in tabu- 
lari. 

Si prenda la formola generale J. f ^ =3 

in eflk fi permutino i luoghi ri/petti vi ad «., e <J>, cioè fi 
ponga «r in luogo di (p , e <p in luogo di x , e nello flef' 
io tempo fi faccia ancora (p :=: i , cosi che la formola re- 

ìK trasformata in qucft* altra. L (7—;) =2^ (-J-+~ + 



4• •-- + ecV In quefta fi faccia jfss — , e ^^-^=:a: 

7 ^ . P . I*—* ' 
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bù, a 5= — ~- , indi (bitituendo quefti valori fi avA 

1. ,=, JLra^L + ^4 + ^fir^ + ec. \ Finalmente 
pofta la bafe a :=: lOy e \. a :=: i {\ avrìi la ferie con- 

(9 I 9' I 9* I 9'' ' . \ • • 
: i ^ H ^ l-cc. ), icuji 
II 3. II» 5. Il* 7. II' ' /' 

termini ridotti in decimali e fommati daranno il valore 
affai proffimo di * =s 2. 302^84. Ondefarh-^=: =3 

> 3 J -r 2,302584 

O3 4342P45 il modulo richiedo. (*) 

Quindi pei fiftema delle tavole comuni de' logaritmi 
farà L 2 = o , 6931468 X o, 4342945 = o, 3010300 

1. 3 = i,op86iitfX 0,4342945=0,4771215 

1. 4 = 1 , 3862936 X o> 4342945 = o, 6020600 

ec. 

XL. 

9 

% 

Problema 3.° Ridurre in Serie la quantità efponenziale ^ 
Pongafi a'=:y, ed / + <P= z; iàA -^ = '*'l-*i^ == 



(*) Il valore di ^ fi trova pii!k fpeditamente in quefto modo. Sia # uà 
numero, di cui fi conofce il logaritmo iperbolico ed i\ tabulare} cio^ fili 

\.a:=zb il logaritmo iperbolico 
A\.éi^z e il logaritmo tabulare • 
Sari \.a:A\.a::b:c. 

Qumdi JÌ ass -7-, — = -7-. 
^ tua b 

Nel iiftema delle tavole fi conofcono i logaritmi di tutti i numeri in pro« 

greflione decupla la; 100; tooo,ec.,che fono i numeri in ferie naturale 

X > 2 ; 3 ; ec. ; dunque. pollo ^ ss io, farà cz^A L 10= i : m^ nel fille^^ 

ma iperbolico fi è trovato 1. 10 = 2 , 302584 . Dunque fi avrà come prima 

2,502504 
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-^C !•-)•, ^ =*'(I.//)',ec,efomtuenaafiavrh^*+<Pr=s 

dendo per ^. 

« "^ I. 2 ^ 1.2.3 "^ I.2.?.4"'"^*> 

e mettendo «ifl luogo di (p , ^=s i 4- ili + £i!if^ + 

I 1.2 

' — "~~ "T + ec 

XLI. 
Corollario i.* Allo fteflb modo fi troverk 

« >• 2 I. 2. 5 "+" 1. 2. fi ^^' 

XLII. 

Corollario zJ* Sia co la bafe logaritmica nel fifte- 
ma iperbolico,iàrà «^ = i + $i-_^^^ ^ (p'jlc^)' , 

TT^r^ + ec. Si faccia <p = i , e I. co = i : poiché il lo- 
garitmo della bafe è Tempre 1* unità, fi avrk la ferie con- 

vergente w =* i -|— L 4. _L j. _i__ j ? , 

1 ' 1.2 ^ ,.2.5 ^ ,.2.5.4 ^ ^' 

elprimente il valore numerico della ftefla bafe; cioè, ridu- 
oendo i termini e fommando, o =2,7182818, quantitk 
efee fi può ottenere in divcrfi altri modi . 



a" 



•/ 
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XLIII. 

Problema 4.^ Sia y un dato arco di circolo ^ edx una 
qualche fua funzione , determinare la variazione delF arco y , 
per una finita variazione (p foppr aggiunta alla funzione x , 
e viceverfa . 

u^ Sia M Seno di /• Si ìndichi per ^ Sen. s l'arco ^^ 
e per j4 Sen. (u± (p) l'arco variato che fi cerca; cioè fi 
faccia jp=^Sen. Xy e a; = -^Sen.(x±<p). 

Sark<XXXI.i.") ^-^ — ' 



(i — x^) * 

(i— jrjr)T 
^'>^ „^_, i + 2jrjr 

5x» ■"" X 

(i— jrjr)» 

(l— JTX)* 

rf* ^^ 9-f-72*» + 24*« 

(i— jrx)» 

ce 

e ibfiituendo quelli valori nella formola generale , nafcerì 
la feguente-ierrc infinita 

-rfSen.(x±(p) = ^Sen.;^± r + — T ± 

(p\i^%xx) <Pl^±±l^ ± ?!!ii.±22!l±il!L' 4. ^c. nella 



ò( 1— ^jrjr)T 24(1—»*)* 120 (1 — «* )' 

quale , fé <p fark una quantità molto piccola y la fomin} de* 
^,04 primi termini dark un valore molto proiGflao deU 
*rco cercato. 

Si cerchi per efempio l'arco di circolo > iicui fmofift 



»* 
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eguale alla quarta parte del raggio, cioè alla funzione 0,25, 
fupponendo il raggio eguale airùnitlt.. . 

Dalle tavole de' feni fi ha fcno proflimo minore al 

dato -o, 24p8i(57 

Arco y corrifpondente a quefto feno - - • 14.'* 28'. 
Differenza tra il predetto feno ed il feno dato 0,0001233 
yr {i — *fl^)=Cof.j^=Cof. 14.'' 28'. = - - o,ptf8273i 
Sen. (j»+(p) = .-.-..-.. 0,2500000 

Sarà dunque A Sen. ( x -|- cp ) = 

la quale efpreffione bafta . Dunque ^ ufando per maggior 
comodo i logaritmi , fi troverà 
]. (p = <^> 0^096^1 

1. Co£ >r s= p , 9%6oo69 



14* 20 -f Trzr* •r ^ r. j 



9 



Cof. / 



0,0001273374 



= 2,20ppi24 

= P)3P7<^205 
=3 9,4iitfi3tf 

=:i,d2i52tfo 
o , 3010300 

, 0* Sen. / ^ O* Sen.y 

!• ^ .. == 1 , 3240^^0: \^ ^ , : 

Somma o ,00012754^5 • 
Per ridurre quefta frazione in minuti fecondi di gra. 
do, fi farà come 1 fta al valore del raggio in fecondi, eh' è 
20^354"% così la fteffa frazione al /^ termine. Operando 
ancora co' logaritmi avraiC 

1*0- 



1. 



Cof.v 

]• Sen.j^ : 

I Sen./ 
Cof./ 

^ . > - 

1 

Cof.' y 

L 2 



0,00000020^1 
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Logantma della fraaone- 6^ lo^óó'jo , 

Complemento logarìtmica deTRag.'' 4^ 695574^ 

Refidoor i^ 4200p2i 

Numera- coni/pondente z quefto refiduo logarìtmrca^ 

eflìa valofe della fratioae ia fecondi 2^5'^^ ^%&%^ DutK 

que r arco cerotto , udotta . la parte decimale^ m minuti 

terzi ^ quarti^ ec, ^ farà 14.^ z?^: lór iZr ^or 5P.^4T'''' S^-'^" 

z."* Sia 99 Cofcflo • Fòlio y =z A Cof. x ^ e «=: 

:^Còf-C;»±<p)^avrafli(XXXI.20-^ = -'— T j « 

la cercata ierfe y dopo avep cambiato ii prima termine ^ farlk 
la precedeàfee permutati i fegni ;. cioè 

^CoC ( x± (p ) = ACoUip^^^ ^^^ 

6(1— yx)». 24(^1.— •*»)» Ì2Q(x — *x)» 

3.'' Sia * tangente. Poffo y:=: -rf Tang. at^^, e «. 
^ Tang. (*±<p>^ avraffi (.XXXL 3,^). 

dfy r 

ddy 2x 



dx* (i+xx)^ 

d* y 6x*— 2' 

dx^ "" (i+jrx)» 

d^y — ^24»» -f- 24jr 

^ ""^^ ( I +**> 

W* ;*- 1 20jr* ^ 240** + 24- 

ec« 
Quindi -tfTaoff. (*±(p) ==:^^Tang. ^± -^ij;^ 



4^ VSO I>EL CAtCOLO DIFFERENZIALE 

<p* / I \ 

V Sia M Cotangente ; poiché (XXXI. 4.*) ^ t=: i~, 

I 

permutati i fegni ai termini della formola precedente , e 



^ <P' 



ec 



cambiato il i.'' termine, farà -4^ Cor.( x±cp)=z A Cot. jr ^ 

In guifa fimile fi potr^ determinare la variazione dell' 
arco > per «una finita variazione di ciafcun altra fua funzio- 
ne : e viceverfa per una finita variazione fopraggiunta ad y 
fsLTÌL facile il determinare quella di ciafcuna fua funzione x*^ 
t fé le variazioni fi prenderanno affai pìccole-avraffi di più 
un mezzo per interpolare le tavole de' feni , cofeni , tan* 
genti, ce. 

Allo fleffo modo, e col mezzo della fieffa formola 
generale, fi potranno ottenere moltifiime altre ferie, alle 
quali k ritrovate finora potranno fervire d' efempio . 
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CAPO QUINTO. 

Uso DEL Calcolo Differenziale nell'approssimazione 

ALLE RADICI REALI DELLE EQUAZIONI 

DI GRADO SUPERIORE. i 

XLIV. 




Goi equazione s^ algebrica^ che trafcendeote può ei^ 
{ère generalmente rapprefentata dalla forinola jr =: o ^ in cui 
y è una funzione qualunque di x. Dicefi poi rifolta queft* 
equazione ) quando fì deterifnini un valore di x, il quale ^ 
fbftituito in luogo della ftefla x ^ riduca la funzione y egua* 
le a zero. 

Sia / queflo valore di x^ cioè una tra le radici dell' e* 
quazione > = o : perciò che fi è detto nel capo preceden» 
te y fé in luogo di x fi ponga /, oppure x + (/ — «), 
fupponendo la nuova funzione =: o , fi avrà / — r i( s= (p > 

c:.=:o,onde 0=;.+ —-^-+— 5;^— + 

^d7^ + ec. 

In quefta formola generale / fi fuppone egoale precifa- 
mente ad « ^ ma nell' inchieda delle radici delle altre equa* 
zìoni particolari / non è da principio che un valore prof- 
fimo di «, il quale col mezzo della ftefla formola genera- 
le fi riduce in feguito ad un valore molto pi£t efatto. Il 
metodo è il feguente. 

Si fupponga / già tanto profllma ad x, che /— x pofla 
riguardarti come una quantità affai piccola rifpetto alla 
flefla X , ed i termini deir equazione o =5 > -f- 

Fz 
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—•57— + — ;^— ^ —^dTT^ + "^ f reftiffim» 

convergenti. In quell'equazione fi ommetMDo tatti i termini, 
in cui f'—M ù ritrova ianalzata a qualche grado di potenza * 
cioè fi confideri ia fteffa equazione , come fé non fofle che 

o=:j^-i| -^ , e da quella fi cavi il valore f^=zx — 

— -, il quale, foilltuito ad s» il foo proffimo valore, larli 

ima radice piti elata dell' -equazione jr =: o. 

Se q uè fio valore Ài f fi folti tuirk alla Aefla m nella 

medefinaa foroaola /= k — —, fi avrli in / una radice 

ancora piti prollìma alla vera , « proflegueado in filEitta gui* 
fa a folli tuire ad h il precedente valore di/accolleralfi pia 
e più al valore vero delle ftella radice /• Alcuni efempj 
iilchiarerantio meglio quello metodo^ 

1.** Si debba eftrarre la radice n/^"*da «a numero qua- 
lunque r. 

Sia JT la nufice vera cercata, a la radice più proifìma 
minore, e * Tecceflo di e fbpra a"^ fark ;c*=c= i^+*, 
oflìa j^-— i^ — 3=o,e * = r — il". Si faccia^'— j" — *=>; 

Sark ''' - ^ 



Quiadi/=«-^=*-(K"^.-^i)^==(po. 
fto a in luogo di *) «« -J — - = — — : -1 ^ . 



a."" Sia r =s io , ed i? =:: 2 , cioè vogliati eftrarre la 

sadice quadrata da io : ùak ^ ^= 3 > ed / =3 ~ -f- -i- ss 
3 , i66(>6 • 
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3 , 1^228, valore giU molto profTitno alla radice rlchìefb; 
poiché ìnoaizato Alla ièconda potenza 6k. io , ooooi« 
3." Dallo fteffo io eftrarre la radice cnba* 



IO 



Fatto <i=:2,cd«2=;3, fi avr"k /: 

IO 
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+ ^^— = 2 5 I54P3, radice molto profiìma^ 

4.^ Cercare una delle radici dell* equazione k"^ --^ j** 
+ 4« — (f = o» 

Pofto ^* — 3*' -f- 4» — ^ =2 jf • 

.d if=:l • * » . fi avrij^rss— 4>, 

Da quefti rifultarì fi vede , che uda delle radici coQliefl^ 
fi tra 2) e 3^ cioè che deve eflère 2 più una' frazione. 

DifTerenziando dunque T equazione avraifi -j^ ss 
— ;: — T-r— % e foftituendo far^/=a*»— ^ as^ip— • 

• '''^!ltx+7 ^ =(pofto 2 in luogo di ^) 2 +^—2,5; 

Pongafi ora ^ r=: 2 , 5 ; farh /= 2)5*— oii2p ss 
3 y 3B71 una radice più pro(fima% 

Sì foftìtuifca di nuovo queftó valore 2^ 3871 ad ^, e 
per maggiore comoditi adoperando i logaritmi fi troverà 

\.x =0,377857^^; onde^=5 2)387ìòo. 
1.^=0,75574"; ^*=f= 5>^P8247. 

LV 5=1,133^118; Vss I3,<^0228i. 



— w 
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n» ss 13,502281 3* +4 = 2i>op474i 

4^=3 5^^548400 6x= 14,322^00 

x» + 4*= 23,150681 Denominatore 6,772 141 
3^*+^=^ 23,094741 

Numeratore 0,05 5940 
Log. Num.* = 8 , 7477225 
Log. Den.* = o , 8307259 * = 2 , 3871000 

Log.Frazione =7,91 69966 Frazione = o , 0082603 

Quindi / =2,3788397 
Radice affai proflfima. 
5.** Cercare una radice proflima dell' Equazione x* + 

5AC* 8x 110=0. 

Pofto ;»*+ 5** — 8^ — no =;'. 
ed X =z 1 . . . Sark > = — 113 

X = 2 ^=— ^ 90 

»=3 > = — 8 

« = 4 >^ = + ip4 

Dunque la richieda radice farà 3 più una frazione 

iix I 

Ora differenziando T equazione avrafll -7- == — i z > 

e ibftituendo nella fbraiola (ark/= « — • -1 -z — ; 

Quindi fatto « = 3, fark /= 3, 0615 ; 

fatto ^ = 3> 0615, farla /= 3, 059893; 
fatto X = 3 , 059839 , farà / ;= 3 > 059887 ; 
radice molto proffima alla vera. 

6.^ Cercare una radice dell* equazione ^* + !• *^ — * 1 5 = 

Si ha -^ ss ^, 4,'^;,— I ; -4^ è il modolo del logarit- 



mo^H. 
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• Dunque fàA /=——=« — :^+j;;=r' 

Pollo « = 2 , poiché 2 è la radice proflTima ^ ed A 
rt: 9, 4342P45 il modulo de' logaritmi delle tavole^ (i 

troverà f=zz*-^ ^'^^^^^ ssa I^5p5. Pofto di nuovo «f = 

J^^96 ^ ed ufàndo i logaritmi avrafli 



v. 



1. H 


= 0, 25)^1574 


M = 


=r f , p-'jp^ 


1. *• 


= , 87^5022 


«» = 


= 7, 5HP2S 


1. ;»* 


s= I , iSZóópó 


• = 


= H > 745 M 


1. U^ 


*= ^ > 34^tfitfj)k' 






i. Ah-* 


= ^ , 05444PJ 


^X"' = 


= 0, "3J57 


1. Num.* 


= 8 , $799093 


Num.* = 


=5 0, 038011 


1. Den.* 


= I , 4801040 


Den.* = 


= 30, 213057 


L Fraz. 


= 7 , 0PP7147 


Fraz. = 


= 0, 001258 



Dunque / = i, 958342. radice proffima. 
7.** Sia ancora propofta T equazione e(J)oneDziaIe ** — - 
30 a= o • 

Si riduca ai logaritmi ^ e fi faccia xh^i^*---!. 30=^ 

lara -7- c=: . , . — , ed / = x ^-rn — • 

Si. faccia i^ = 3 ; poiché 3 è la radice più proflTima 
intera <^ fari /ss 3 , 0502 radice proITima^ 

Si faccia jv c= 3r>0502) noa contando che d cifTre 
4<ipi«»ali> (ari /ss 2^ 0500081 radice che molto fi av-^ 
vicinerà alla vera^ 

xtv. 

Dalla ftahiliu ibrn^jdli feaetale ( XXXV ) combinata 
coir equazione > ss' o fi poflbno ricavare varie , altre tf^ 
preflìoni di / ridotte io ferie preiliflìmo convergenti : ne 
accennò quìi una ibla. 
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Si faccia « + (J> = o^ e cooiègueatetneate s& css o, 
poiché z è funzione di x -f* (I> * àaìh prima di quefto equa* 
zioni a C2LVZ il valore (p = — x, quale foftitutto nella 
folita formofa generate darh la trasformata 

mettendo jr m luogodi o ,y =j^ "! 'ST'^ 15? Tà^ '^ 

'— eca 

Fingali inoltre che la ir, fia quella tale fuuione èiy ^ 
che la > ilefla nella prima formola fi è fuppofta di ir ;^ cioér 
fi feriva H invece dijr,j^ invece di «^ e la trasformata neir 

1 /• % ydx , yyddx >» J» x . y*d*sf 

alternata lene « = jc — * ^ — t- ~— — —; r ^— r- 

•— ec 

Finalmente^ riguardando come coftante il dìfiefenziale 

dx dù 

iy y perchè tiene il luogo di iir ^ fi faccia -^ sss./^^— 

qy^'=^T^-j^ s=5 X , ec. y fi foftituiicano quefti valori nella 

ferie precedente ^ e fupponendo n =/ fi eguaglj la / alla 
funzione ultima trasformata; ciò fatto fi avrll jf ssin --^ 

^ H «?* — r >»'+ — jy*— — 9^* +' cc% ferie che 

'^ 2 ^*^ 6 14 I20- -^ --■■ ' 

coivergerH affai rapitbmiente, quando. ad w fi foftiiuiica ut» 
fuo valor proffimo. 

Un efempio renderà pia intelligibile T applicazione di 
quefta fede. 

Si cerchi una delle iz&à. òàX equazione x'-^ 4« --^ 
>4 = «* 



Foftò 
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Pofto «•— l|ij— I4=s:>fiha 



4y = (3**— 4)^» 



dp 



' dy 3^ 

ómtx dp 6* 



(3**— .4)» ' d, (3** — 4)' 






dr- 



(3jr»-.4> » Jjf ^ (3** — 4^ 

2 1 A)jr» 4- I4 40y>f jf ^ ir tiépr " 4* '44^ 



3*y* <«5** + 4V 



X. -r 3*'— 4 (3^-^4)» (3»*— 4)* 

(90jr» + &)«);►♦ • -^ . 

^ (?»» — 4)7 

Una radice dell' equazione ila tra 2 , e 3 ^ ed è mol- 
to più vicina al 3 che al 2^ come facilmente può ve- 
derfi col porre ««329 ed m s= 3, Dunque , pofto » = 3 , 

faràj^ = i. ed/=3 3— — — — ? — ~— = 3 — o* 04424 

= 2>P557^, radice che può renderti ancora più proflima 
ipingendo la ferie più avanti foitanto di uno o di due ter- 
mini; ovvero ) fé fi vogliono ufare i logaritmi ^ come fi è 
fatto nel applicazione del i.^ metodo , far^ fufficiente pren- 
dere per radice proflima 2, 9^6 y e foilituire quefta ad « 
nella ftefla ferie, di cui baderanno più pochi termini ad 
avere una radice poco o nulla differente dalla vera* 






* - 
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Per efempio , 


pofto N = 2 , 


9<5, fi avxk 


quanto lègue 


L»: 


= o > 4707044 




• 


1.»*: 


= 0,^414088 


W* = 


= 8,737P,^5 


Im'z 


s i,4i2ii3X 




= i5>82p335 


i.:k= 


= 7» 7*71344 


^ = 


= 0*005335 


1.(3'^ — 4).= 


SI, 34^6230 . 


^ 3**—4 = 


:22, 213808 


3** — 4 


= 5,3805114 


/ _ 


a 0, 000240155 


3*»— 4 


l.y= 


: 15, 4542588 






I.(3*--4)' = 


= 4> 0398^90 






L3= = 


5 o,477"i3 




■ 


(3*»— 4)« 


512,3522255 


(3«* —4). - 


s 0, 000000023 
0, 000240 i8p 








= 2,p55 




• 


• ♦ 

Dunque / = 


= »j5'5S75p8" 



SI 

CAPO SESTO. 

Del Metodo diretto delle Tangenti « 




£r metodo diretto delle Tangenti s' intende la manie- 
ra di determinare coU' ajuto del Calcolo Differenziale la 
Tangente , Sottotangente y Normale y Sottonormale y ed altre 
rette o funzioni per ciafcun punto di una curva conofciuta per 
mezzo di una particolare equazione tra le Tue coordinate . 

XLVL 

Problema i.** Stabilire le formole generali di varie 
rette y funzioni in una curva Algebrica AM. ( Fig» i/ ) 

Sia primieramente retto V angolo delle coordinate , e 
fiano PMy pm due ordinate alla Curva infinitan^enee pro& 
lima tra loro. V archetto infinitefimo Mm comprefb da 
quelle due ordinate^ che per V eftrema fua piccolezza piiò 
rìguardarfi come una linea retta y fi fuppooga prolungato fi- 
no ad incontrar V afTe AN in qualche punto T , e dal 
punto M fia condotta la MR parallela ad AN y e la' MN 
perpendicolare alla MT . 

Egli è» manifefto i."" Che MT è tangente, PT fotto- 
tangente , MN norihale , PN fottonormale alla curva nel 
punto M. i!" Che MR offia P^èil differenziale dell' afcif- 
fa AP y mR quello dell' ordinata PMy ed- Mm quello dell' 
arco AM. Quindi fé fi chiami x la AP , y la PMy ed 5 
r arco AMy fari MR = dXy mn ss^ dy y ed Mm == d^y 
QVverOja cagione del triangolo MRm rettangolo in Ry ds 

■ 

=s ^ dìir^dy» 3.* Che eflèado iliniU per ordiae i trian» 

G 2 
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goli mMRy MTPy PMN dal paragone deMati, che in ef- 
fi fi corrifpondùno , fi avranno le feguenti formole pe' va- 
lori delie diverfe finziont a qualunque punto M della 
curva . ' ■'^■ 

PT =»^, poicbè PT : AfP : : MR : mR, 

Mt =z^:=z ^ V(dM' +i/ ), poiché Mr : PM : : Mw : wR. 

PAT == ^ , poiché PN:PM::mR:MR . 

MN:=i ^= ■^V(d)i*'\-d/)yT^ìchèMN:MP::MrK:MR, 

m 

Tang. MTP = ^ , poiché R : Tang. MTP r.PT.MP: • <- 
MR:mR{*), 

Rdx 

Taiig.Pi»fT=— , poiché R: Tang. PMTrrMP: PT::mR: 

, MR. 

Sia obbliquo T angolo A^M delle coordinate ^J^ 
M^. Se da ikT perpendicolarmente alla A^ fi cali Mr^ 
tàx\ efla il Seno y e Pi^il Cofeno del dato angolo A^M. 
Inoltre fia MT tangente alla curva ^ M2V normale ^i?^ infi- 
nitamente proflima a MP y MR parallela ad A^y e fi he- 
eh AP=iMyMP=zy. Pe' triangoli fimili MPTy MPNy 
MRnfy fi avranno tutte le formole precedenti. 

Xa Curva abbia finalmente le ordinate conv^genti ad 
uno fteflb prato fifib P. Le forqiole generali della tangen- 
te, (bttotangcnte , normale, fi}ttonormale , ec non diffe* 
riranno dalle precedenti , fé non in quanto che la dsi vi t{^ 
ptimer^ il difièrenziale di un arco di circolo y che pafler^ 

■b. 1^ • ■ étmtk mmt^^tm^i^Kmmmmmmtm, i i ■ ii i * >■ A fi m «i — — ^m ■ i ■ ■ ■ m0^m^^^m.m t i l i » 

(*) Il primo termine R di queil' analogia lignifica Ragghy qnale può 
ancora fiiprporil eguale aironici • 



« 



* 
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pel punto del contatto Af , il cui raggio farìt V ordinata PM 
condotta dal punto Pai punto M Imperocché, alzata la perpen- 
dicolare PT alla MP che incontri la tangente MT in qual* 
che punto T.y e condotta la Pm infinitamente proffima 
alla PMj fvanirk l'angolo infinitefimo MPm in confronto 
di ciafcuBO dei due angoK TPM , TPm , i quali fi potran- 
XK) confiderare tra loro eguali .In oltr& (e col raggio PMe 
centro P verrh defcritto T archetto di circolo MR y que- 
lli far^ fenfibilmente parallelo a TP , e fi potrU aflhmeK 
per una linea retta, ed il triangolettò differenziale MRm 
iark fimi le al Triangolo rettangolo MPTy e cpn f eg u e n t e men- 
te al triangolo MPN determinato dalla normale MN . 
Dunque, chiamando dx l'archetto MR , ed > T ordinata MP^ 
fi avrk come nelle curve riferite all' afle. 

Per far ufo di tutte quefte formolo generali nella ricerca 

delle varie funzioni , che competono a ciafcun punto di una 

data curva, fi differenzj V equazione deUa curva, affine di 

avere il valore dì dx dato per > e dy^ oppure quello di 

djf dato per M e i/^r , e fi ibftituiica quefto«valoreineÌla.fw. 

mola generale 9 che rapprefenta la cercata funzione. Ciò fat* 

to nella trasformata formoli Ct ayr^ il valore della fteflà 

cercata funzione in termini finiti ed affatto libero da ogni 

quantità differenziale. Quedo s' intenderà parimenti per tut« 

té le altre formole , che verremmo efponendo .. 

Se il punto della curva, per cui vuolfi la cercata fun- 
zione, farà dato rifpétto alla linea delle afciffe e delle or- 
dinate , in luogo delle variabili ^ , >" fi potranno fp/lituire 
i valori > che effe hanno nel dato punto . 
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» t 



XLVIL 

Problema 2.^ Determinare tutte le fuzioni del prò* 
blema precedente in eia/cuna delle quattro Sezioni Coniche 

ordinarie data la loro equazione y zsipn^-^ • (*) 

Da qucft' equazione fi ha > = ( /« T — )~ > e difife* 



ày ap"^ zpx 



. I 



dx 






7M 



d* 



('"-^) 



qoefti valori nelle formole generali del problema 




tnrccedaite H avrà 

""' h ir Ségno — è per l' Elliffi, il + per TlperboU. Il Circolo è un 
Elliffi in cui I» ss «, e la ParaboU è pure uo Elliffi in cui F afle « è infini- 
to. Cosi r equazione alFElliffi i ,»=p»-.2^,q«elUainperboU7' = 



f^ 4. £1, quella al Circolo ,»=«* — *», e quelU alla Parabola y^ - 
px, poiché, eflèndo* infinita,^ fvanifte in confitontd di px. 
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2a- ' - - ■ ■ ■ 



i ap -z^ ipx ) dx V * V 




ii» / —pxx \S. \' ' a / * ' • # 




2^(^- ^T ) 



Tang. PMT = -^ = ^=-- 



.GoiLOLLAWo; Le forinole delle fteffe funzioni per 
f EUiffij.e.per i'iperboja non dififerifcono che in alcuni fo- 
gni, àoè dove il fegno è doppio; il fuperiore ferve per 
rEliffi, e r inferiore per Tlperbola. ... .^ 

Il Circolo è un Eliffi, in cui gli affi conjugati ed il 
parametro fono tra loro eguali: dunque pófto P=^^^^ ^^^ 
medefime formole all'Elliffi fi avrk 



IV» 



>* 



'»• Di 



r 

» 






5^ 



#:r. 
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ATT 






ax 



^(4+7 



2*)' 



iijr 



) 



*V(4* — *») 



2X 



pjyrcs^^ 



= 4-4= Raggio, 
MTP= 






ijr 



piwr 



-\/ ( 4» — ^ ir» ) 



■5? • 



2» 



La Parabola è ella pure un* JEllìffi , in cui a è quan- 
«A infinita . Dunque nelle formole all' Eliffi , trafcurate 
tutte le quantità finite che fi trovano o congiunte con a , 
o divife per #, fi avranno le medefime formole ridotte alla 
Parabola; cioè ' . 



FT 



I 



2\r 



MTPi 



-^ = x^(-J-),Tang^Mr 



3CWX. 



( 



' . PnoBLFMA 3." Determinare tutte U fiottoni del i.* 
^bUma in eia/cuna^ delle 4. Setei&ni ^onide di ogni ordif. 



ne data la loro generale equasùme jt ... 35 i»-- ia+f) "J 



a quella equazione fi hà^ :5K| ^ .•"^ ^ * * 7" ] 



s 
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m m i 



ff^ (a'^ìi) r~) > ® dificrenziando fark <(y 



tu » I 

—I 



m !»•+-» . iff-|-»x p ^OT-f-» 






(^T*) (f ) ^ ^ 



-^I 






m-f-n 






— r— (x •^^^*. 1 • ( zz ja^» 

E foftitusndo quefto valore nelle folite formole generali avrafiì 












MJSr=~-V(i*»+ dy) 



dx 



m 






race. MTP == -j-- == —7—1 K .i^ifx.-^j "^ l ~ J 



H 
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|x'«.':;:ì7''.2;;'»+''( 



-m-* A m^ X ,^nn 



« Fatto m ed ;? eguale alF unitU ^ T equa* 
2Ìone fi riduce alle curve coniche ordinarie , e tutte le fuo-- 
2loni ritrovate riduconfl a quelle del problema precedente. 



li- 



Problema 4.'' Da un putito T dato mlt affé ài una 
curva algebrica tondurre alla Jlejfa una fungane^. 

, La curva fia iina delle 4. fezioni coniche ordinarie ^ 

Soluzione, Dal num. XLVIL fi ha PTss-"*" "" 



^aj^x 



ax -it-x 



\ 



fatta la quantità -data AT = h , fark AP =: — ^j- — b . 






^y ^"^ ^^ 

Ma AP:s=iii'. dunque * = — -~ >i e togliendo le fra- 

2Ìoni, ed eliminando la;»? faA x, olTia APi=l -, In P 

perpendicolarmente all' affé fi alzi l' ordinata PM^ e fi tiri 
MT ^ che fàrk la tangente cercata « 

Corollario, Neir Iperbola, fatto ì = v ^>G Iwi^P 
=3 — =00 ; Cioè la tangente condotta dal centro, « 
la fottotangnente , che vi corrirpòndono ^ fono infinite . 



BFT.T.K: TAMOfiNTt.. - J^< 

• • • 

Liir.. 

PkOBLEMA 5«^ 5*0^^ /' alfe prolié$$ga$o di una curva 
( Fig. I.' ) dato* un punto D y ed^ in ejfo alzata la petpen^ 
dicolare DV allo fteffo* affcy, dai un puntù* V 4m^ in^ quefia 
retta condurre unot tangente alla^ curva •. 

Sìa. quefta: curva: una: parabola: ordinaria ». 

Soluzione ., Si chiamL b la. jìD , e la D^. SarS DT 
ex PT — ;*. — A = 4^ -- A ,! poiché (XLVIII) PT 
c= 2x., Ma. per la. fomiglianza. dei triangoli VDT y MDT' 



Dunque x. 



*i-2ix.+ ** 






e riducendo T equazione ,. e- liBerando la: x fi avrU. 

Dunque la retta y, che paflèrl per ì due punti T, F\ fari, 
tangente alla curva.. 

IIV.. 

Problema, d.^ Nel perimetro di una Curva 9 in cui le 
coordinate formano un angolo retto y^ cercare un punto y dal 
quale fi p^ffa condurre una tangente y che fòrmi , ocoH' afctffa 
colf ordinata corrifpondènte un dato angolo . . 

Sia la curva una delle fezioni coniche ordinarie , e fi 

H 2 
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chiami t la tangente del dato angolo i.* Se queft* angolo 
è fonnato dalla tangente alla curva coli' afcifla corrilpon- 

dente, prolungata fé abbiibgna, fàrk r c=-j^c=s 

tp IjZ ptt 



troverìi * 






liberando 



r^ * Vi: 

2/ Se il dato angolo è formato dalla tangente alla curva 
coir ordinata % fark r = -r- = ^rz • ed x =3 

oy ap 'Zf, px ^ 



té* ^^ apt^ 






LV. 



Corollario • Nella parabola fi ha dunque pel 
!•'' cafo t =3 ~ = — — I., ed X =-— - : e pel 2/ cafo 

/ 2= -^ =3 ,ed«= — . In ciafcun cafo poi, fuppofta 

la taiìgente t eguale al raggio del fuo circolo , oflia =3 i , 
fi ha « =3 — p\ cioè la tangente alla curva che forma 

4 

o coir alfe , o coli' ordinata un angolo femiretto parte dall* 
eftremitìk dell' ordinata ^ che paflà pel foco della para- 
bola • 
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LVI. 

Problema 7.* Determinare la fottotangente nella Ioga* 
ritmica . 

La logarìtmica è ui»: Curva Xt (Fig. i/)di tale 'prò* 
prietli che fatta origine in qualunque punto A del di lei 
affé MZST, e fopra di quello prefe delle Afciffe AP ^ ^^ 
AR , te in ferie aritmetica ^ le ordinate corrifpondenti 
PB y ^Cy RDy cc* fooo ìo. krìt geometrica ^ cioè quelle 
afciffe fono i logaritmi di quelle ordinate • Se per efempio 
fi chiami x alcuna delle afciffe AP , ed > Y ordinata cor- 
rifpondente PBy fark x = l.j^, ovvero x =z A l. ^y indi* 
cando per A il modulo del fiflema logaritmico rappre^ 
fentato dalla curva • Dunque , differenziando quell'equazione, 

fi avrk dx = — ^, e ^= AznPT. Cioè la fottotangente 

nella logaritmica è una quantitlt collante , ed eguale al mo- 
dulo del fiflema da effa rapprefentato. 

LVIL 

Corollario. Nella Logaritmica , che rapprefenta il fi* 
llema dei logaritmi iperbolici , il modulo, offia la fottan- 
gente è eguale all' ordinata , che paffa per T origine delle 
afciffe \ poiché in queflo punto fi hax = ó , ma p =3 1. i : 
dunque y =^ i =z A :=z PT. E nel fiflema dei logarit- 
mi tabulari , il modulo , e la fottotangente fono eguali alla 
frazione 0,4343032, cioè alla parte 0,4343032 dell' 
ordinata, che paffa per T origine delle afciffe • 
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tVIlL. 

Problema 8^ Determinare il valóre ds.ll a fottangente 
peli a Spirale. 

La. Spirale è uria curvai cfelÈritta da^ uo- punto^ C,, 
( Figura 4.' ) il quale,, partendo, dal centro, di un^ cir- 
colo , peroorre^ uniformemente- il fuo* raggiò. Cy^,. nel tempo 
ftefTo che- quefto- raggio compifce. con, moto, equabile un 
intera. rivolui:iòne intorno al Tuo centro . Il punto. C alla 
fine del motOi (I. trova all' altra; eftremitk. A del raggio ^ e 
prolungato, quefta al di \k del* circodo , C: continuati; i due 
moti, alla fine delU feconda, rivoluzione* del raggiò, fi ha 
una feconda, rivoluzione fpirale; alla fine della* terza rivo- 
luzione* del raggio fi ha una. terza rivoluzione di (pira, e 
cosi di feguito .. La fpirale ha tanti* giri , quanti ne ha fat- 
ti il raggio- intorno: al centro.. Archimede è. ftato T inven-^ 
tore dì queda. curva ... 

Per r uniformiiìi* dei moti^ gli (pazj' trafcorfi dal pun- 
to C fopra. il raggio AC devono eflere proporzionali agli 
Ipaz), od archi circolari defcritti nei medefimiuempi dal raggio 
ftclTo .. Diinque farà CM iCA : : Are-, jìBN : Are. ABNA , e 
fatto CM=^yy AC:=:aj Are. ABN=:^ >, ed Are ABNA 
:= r, iarà. 

y = — r equazione alla. Spirale nella, prima, rivoluzione 
del raggio .. 

ji :s= tf H la ftofla equazione: nella feconda rivoluzione >, 

poiché 99 diventa r + ^ . 
jr = 2^ H r equazione nella terza rivoluzione, ec. 
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ì^iflèrenziando adunque queft' equazione A avrìt 

dx e 

Jy -a 

Quindi ^7^t= — i= —.—'=#. iJunque nella Ifoirale 

d' Archimede la fottotangeme è eguale air alcifla '«r , cioè 
air arco circolare intercetto dai raggi ; <:he racchiudono V ar- 
co corri fpondente della curva ed arrivaito il raggio ^CN 
alla fua prima pofizione CA^ la fotto tangente nel punto A 
della curva far^ eguale all' intera periferia 'del circolo 
ANBA. 

A 

Nelle ipìrali di tutti 1 generi , la di cui equazione g6* 



w n"* n n 



'.max . me y . fn 

neraleèjr = • fi avrà frs= " ' ^ ^ - " eaa — - . 9$ 

'# ?ia X 

forinola che fi ridurre «alla precedente nel cafo di mt:ss^M:xzr. 

LIX. 

Problema p^ Determinare il valore della fottangente 
fieli a '^uadrarrice . 

Sia jìC il raggio (Fig. 4/), C il tèntro^-^D la tan- 
gente in -?f al quarto circolo AEB. Sì intenda il faggio 
AC aggirarti equabilmente intorno al fuo cetitro per tutto 
il quadrante AEB^ e nello fteflb tempo tìiuoverfi la tan- 
gente AD con moto uniforme e parallelo da A vqì(o C, 
di modo , che quando il raggio AC fia giunto alla pofizio- 
ne perpendicolare BC ^ la AD cada fopra BC % La curva 
AMB descritta dal punto M di continua iftterfecazione 
del raggio colla tangente fi chiama ^adratrice. 



V 
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In qnefta curva eiTendo uniformi i moti fatti in ^ual tempo 
dalla AD fopra AC^ e dal raggio AC intorno al centro Cy gli 
fpazj trafcorfi in due diverfi tempi dalla AD fopra il raggio AC 
faranno proporzionali agli archi deferirti nei medefimi tem- 
pi dallo fleflb raggio nel quadrante; e perÀ chiamando x lo 
Ipazio APy z r arco di circolo AE y f V ordinata MPy a 
il raggio AC ^ e e il quadrante AEB fi avr^ xith: a: c^ 

onde « =3 — . Ma pe* triangoli fimili CPMy CAD , 

CP:PM::AC:AD=z Tang.-^£, offiaii — x:^::^^: Tang,%* 

Dunque farà j^ = r^^^\Tang.«= (^— ^VTang, 

r equazione a quefta curva y in cui le afcifle verranno com- 
putate dair origine A. Che fé le afeiffe fi prenderanno dal 

centro 9 fatto PC = ir^ iark invece V equazione y =3 

— . Tang. ^ r-— — j = — Cot* — ^ quale differenziata dark 

Jy =r Cor. r-^ì— '-^ , 

^ ' ^ ' 4*Sin/(-^-) 

, Quìndi^T=^^ = -f .Cot.(^) + 

; fottangente y e CT =i Cj^ + j^T = y 



a 



aa. Sio.*^-^) 



cx^ 



^SÌn.-(-^) 



Si adopera la formola — -^invece della /olita ~> 

perchè in quella curva la fottangente fi prende nella linea 
CE delle ordinate, e non fu quella delle afeiffe , e la 

tan- 



oEttiE* Tangenti;. ^i 

tangente STT va. ià\ incontranei la. CB. dalla, pane appo^ 
n/petto. al veitice ui». 

ex;. 



li* Se X. =: a. fàrk CT 



Sin.» 90" 

■^ ssi:c „ fuppofla il. Kiggia ^ualé all' UDitk.» 

EXL. 

CDROLEAUfO^ tS Sopra; ^C proFungato verfb Ny (v 
prenda AH, = ./fC,. in 2V al diffotto> di AN H meni T'in- 
definita^ perpendicolare-NR^ e verfo.qaefta parte fia. prolun;. 
gata^la curva* .^^. Sark' NR aiTiototo al ramo* della curva 
.^^. cioè iVR* non, tOGchexà. la curvai che in un punto in^ 
finitamente fontano dalla Tua origine A:, mentre nella, pris- 
ma, equazióne fatto ^ =: AN =s — i/,. farli y s=r 
— z, Tangf r,=:. -7-2: Tang.y^o.^, che è* quantitk infinita:^ 



t • 






JLXUL 



FkOBtlEMA IQ°' Siano AN] AM { Fig. 5*) due curve- 
Algebriche riferite ad' uno fteffò ajfe A^ Sia conofciuta 
/' equazione doU^- prima AN^^ed il rapporto, delle ordinare 
PM' alla fecondar colle corr'tfpondenù coordinate APy.PN al- 
la prima curva ;. determin or e'U valore del4a. fott.angente, MT 
per un punto • qualunque M, della- curva. AM, 

Sia^ infiQÌtamente.prDlIima.alla /?M,.efiano MR,,. NS 
p'aralicle • air afl^ ^j^. Si faccia AP =^ tt.^ PN^zy^PM 
%yMR =z.NSf.=s. Pp.z=s.dttynS = t^^mR zsz </«,efi 
fiipponga. la tangente, cercata TM al punto M. della curv» 

" "■ ' i ' 
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AM,l?tr la fìmiglianza dei triangoli TPMy AfRm,(tavrk 
mR:MR::MP:PTy cioè dz:dx::x:PT=s-r , . 

az 

Se per efempio fi fupponga, che la curva AN fia una 
parabola ordinaria, e che ciafcuna ordinata PM della curva 
jìM fia media proporzionale tra V afcifla corrifpondente AP 
e r ordinata PN di quefta parabola , fark 

e foftituendo quefti valori nella formola precedente avrafli 

-j_ ,dx^ xy . l^xy txydx 2X ^ px . dx- 

3 

Dunque per condurre la tangente ad un dato puntò M 
della curva AM, fi dovrà abbaflare V ordinata MF all' 
affé -^J^, e prendere la fottotangente PT eguale ai -7 dell' 
afciffa jiP, cioè ufT =z -^ uiP, 

LXIII. 

Problema ii.^ Le tre cifrve AO , AN^ AM (Fig. 6.) 

hanno di comune il vernice A ^e V affé AP : le prime due 
fono conafcìute , e la terza AM è tale , che ciafcuna di lei 
ordinata PM è una data funzione delle due ordinate corrif 
j>ondenti PO , PN alle altre due curve : determinare la fot^ 
tangente MT fer ciafcun punto M della curva AM. 

5i chiami y T ordinata: PO alla prima curva , % r or- 
dinata PU alla feconda ^ v T ordinata PM alla terza , ed 



DELLE TAHSEMtTl» 67 

m k: comune afpiflà jfP» Si coocepiicaoo l' iafinitameot^ 
proflìma pm , le OS* , NR « Afj^ parallele air afie -^^y e 
le fottangenti PZ , PF, MT nelle tre curve cof rifpondenti 
airaicifla AF » La ptìma PZ fi fàccia =: ^9, e la feconda 
Pr = ^, perchè amendue conofciute. Sai-k 0^ =5 i(|r, nR. 
= i« , w4.== <^'"i M^=i NR =st OS =s da. Quindi 
dai due triangoli fimili OPZ , OSoy fi avrkDP ; i»Z : : «SltOS 

oflìa >» : /» :;<()?: 05"=: — 

dai due altri triangoli NPFy NRn, NP t PF :: nR: RN 

olua %:bii dz:RN:= 



% 



Ed eguagli andò i valori fark ~ = — > e i«=3 -~ 
Ma i due triangoli fimili MPT y M^m^ danno 

Dunque farà FT =s — ^ — ^^T~ ^^^ ~r^y valore 

facile a lìberarfi dalle variabili y^ Vy qualora in luogo di 
V y t dv {\ foftituifcano i loro valori dati per yy t%. 

Sia V terza proporzionale 2iy yt%^ Sark v = — ^ edv^=i 

^^7^-^ — y ovvero foftitucndo a d% il fuo valore y 

ùrk dv=z'^^^=±±. Quindi PT ='^ " = 

May byz^ ^_^ i^* 

/ 2a7^ dy '■'^ bz^ dy la^^b 

Se r ordinata -flfT fofle invece media tra OPy^i NP . 

lab ^ 

come nella Fig* 7. , avrebbeli PT = nr"* ^ ^^ *" ^^^^ 

ipotefi la curva ^IV^ avefTe un altra origine B neir afle 
fuori del punto J^y ed al di ÌÌlòì Py come nella Fig. 9.y fmi» 
nuendofi T ordinata NP al crefceie di POy il difierenziale 

I 2 
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^s farebbe negativo^ e la forinola «della fòttaTigeoté 

Jarebbe t . Se jìO. BN fbflero doe recte^ e PM me^ 

dia tra OP.^ e PJW, (J'ig. p^ e io), ia curva .^^M farebbe 
una delle 4 feziani coniche ordinarie m. Poiché, chiamando 
Mfn il leno, e htÌI x:ofeno deif angolo OAP^ q il feno, e r ti 
cofeno deir angolo ,WBP^ za T ^ffe -rfB , 1» T afcilfa AP^ 
nel triangolo rettangolo ,/£P0 fi avrebbe •«:«:: -rfP: PO, 
rr ^* 

<e nel triangolo NBP ^ r: gr. BP : PN^ cioè nq::(2alfx):z 
r=— (z aipx); il fegno fuperiore è per la iìgura -p^ e 
r inferiore per ia fig. io. Dunque mokipricando farebbe js; 

offia w =: — - (2axT9w)^ e facendo cs — rifui- 

tereibbc 4'èquazìone alle lezioni conicte iw = — ( 2///c f xx ) > 

OIV, 
Problema 12.'* L^ i«^ tutve AM^EN{lf\g.ii)fiem 

tiferìte ad vno fleffo foto P ^e fi conofta la prifna AM^ la 
fua fot tangente PG per cìafcun punto My e 4a cojlante /p- 
l azione delle torrìfpondentì ordinate PM^ PN nelle due cut* 
n)e\ condurre la tangente NT. ad un qualunque puntt N deh 
la <urva BNy cio^ determinare U v^alore della fottangente 
PT allo ftejfo punto. 

Fatto centro al foco P et) due raggi PM^ PN fi de- 
icrivario i due archetti infiniteTimi MR , NS^ e fi condu- 
ca la Pn infinitamente proflima alla PN. Si chiami % 
riordinata PN^y h PM^ e p ìz fottangente PG. 



ì>il due triangoli 'réttaagoM MPG<y MÈm , ia cui gtt 

-ittigoti PMS ^ MmR {ano reafibilinente «gUaiU fi ha 

Dai due lettori JRTF^, IS^PS" fi ha pare 'PM:PN<:Mk'. NS 

y >* 

e aai triafigon ^??r,>?y« . . > ^ •. »S:Ì^::PN:PT 



Se fi fùpporie }kf5vr tsa mn^nit ày eroe che là proziodè d'or- 
dinata, ^Vcamprefa traile due ciTrve AM^ jBN fià còftan- 
te ed eguale ad a^ i\ avtk x tsry^ay è qumdi dx^iKcfy ^ 

r* ••.■.-.-• 

-Per condurre qucùa fotcangente iì tiri ATÌ^ inraHela à i^fG ^ 

la diagonale iWFv, e 4a iVT parallèla a MF-, Skrk NT 

'tangente^ e PT fotftangente al punto I^ defla curva BN^ 

J)oichè i doe triangoli . fimili PMG , P-NF daraAùo PM> 

PG : : PNi PF =* ^^ sa -^ , é gli altri dse Ì^JWrFi 

PNT.P'HÌ:PF>.:PN>.PTiis^, 

Se AM invece di curva fofTé linea retta , SJV JTarebbe uàa 
curva detta comuneiiiente Concoide. L* Mveotore di qoe/là 
curva è fiato Nicomede^ 

LxV. 

Ì?ROÉLfeMA 13.^ Dr/Af chteCì&ve C^yAMÙ (JÉIg.il.) 
viferhe ad uno àeffo affa AB t una fia algebrica , e T altr» 
trafcendeme da un punto qualunque M di qìtejta fia condotta 
MP perpendicolare al comim offe CD 3 eie intontii in J^ 
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f shra eurvM. VeqtMxione alla cmtva' algebrica fia efpreff^a 
da una relaxione qualùnque traile due coordinate CP y P^^ 
e quelle alla curva trafcendente AMO da un altra qualun^ 
que relaxione tra V ateo Cj^ e f ordinata M^ : condurre 
al punto M di quejla curva una tangente » 

In due modi fi può condurre quella tangente i.^ col 
ricercare il punto Fy in cui efla tangente deve incontrar 
Tafle CD; 2.^ col fupporre condotta al punto corrifponden- 
te J^ della curva CDj^ la tangente ^Z y e determinare 
fopra di efla il punto d^incontro T. 

La foluzione del problema riducefì adunque a fàper 
determinare il valore delia fottangente^ che compete 4I pua- 
to M prefa o fopra il comun afle CD> o fopra la fuppo- 
ila tangente ^Z. 

Sia mp infinitamente prollima air ordinata MPy iiano 
Mfy JVj^ parallele a CD, ed MR parallela a ^y oflla 
air archetto ^. 

Sì feccia CP = xy P^^sjty MPzzzxy M^=^vy 
ed Are. C^j=ss . 

Sark MSz=Ppz=:dxy RS =qN=:dyy mS ^= dzy 
MR = J^ = il , »iR = rfv. I triangoli fimili mSMy 

MPVÓznnno mS:MS::MP:Pr=z^i^^-l ^^^e ìdiio 

mS dz ^ 

altri mRAf,»iPr,wR:iWj©::MR:j9r=: ^^J^-_ !±. 

Se in ciafcuna di que due forinole H foflitut ranno | 
differenziali delle variabili , che ftanno nelle equazioni 
delle due curve C-^, AMCy ù avrà in termini finiti ij 
valore della fettangeute alla curva AMC, 

La curva AMCB fia a cagione d* efempio una cicloi- 
die generata dalla rotazione del circolo Cj^ fopra la retta 
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AB. Al. principio del moro del circolò gmitore -fi fuppo- 
ne, che un punto della Tua periferia ftia in qualche punto A 
della retta AB^ e che m fegoito^ arTotoIandofi qo^flo eie- 
colo fopra la AB da A verfo B , il punto A fegni fui pia- 
no la traccia del fuo moto, il quale fi contìnui, finché il 
punto A ritorni fuila linea AB . La traccia oflla curva 
AMCB è h Cicloide genei»ta. Quefta cicloide dicefi ordinaria 
fé il circolo non ha altro moto che quello della fua rotazione 
fopra la AB , allungata & il circolo ha ancora-^n moto 'pafti- 
colare di traslazione nel (ènfo del i.^ moto , accorciala fé quedo 
2.''nioto del circolo fi fainfenfo contrario a quello di rotazione. 

La porzione AB deterniinata dai due prolfimi contati -dei 
punto genitore fulla AB fi chiama ba/cj il punto C della 
curva più lontano dalla AB vertice ^ la perpendicolare CB 
abbaffata dal punto C fulla AB Affé della Cicloide* 

Dalla defcrizione di quefta curva fi ha i."" che neir 
ordinaria cicloide la bafe AB è eguale alla periferia del 
circolo genitore, nelF allungata è maggiore delia (lefla ba- 
fe, e nell'accorciata è minore. ^^ Che, fuppollo equabile il 
mòto di traslazione, cìafcun ordinata Afj^, ed il fuo arco 
corrifpondente Cj^ debbono avere una ragione coftante, eJ 
eguale a quella della ba{? AB e del circolo C^DC; men- 
tre^fuppofto il circolo in EMF ^ e condotte le corde ME, 
j^D, quefte faranno eguali, e parallele, eflendo eguali gli 
archi ME j^D da effe fottefi,e però fark ancora M^rzzz 
EDy ed MF =^ Cj^. Ma ^D = -f- ^J5, e corrifponde 
alla metk del circolo, e per 1' indole della curva AE: 
Are ME:: AD: Are EMF : : ED : Are. MF. Dunque la pe- 
riferia dell' intero circolo ftark alla bafe della cicloide , come 
Tarco MFzEDy offia come V arco ^ a Mj^. j.^Quin- 



• i. 
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di £lrlt -Wj^ss-g^^^^, ovvero,, chiamandd 4 là- ba(e ^B*,. 
•e » 1& pesi&ifii del. cìjxq1o> Gj^OOC^^farK v. =9, -j- y^ e-. 

Ora. per ufare 1%. prima, forinola P^c? j- fi- tia^ dv 

ntR^=ff mS:—" RS =:ìJz-^ tfy =s — ,pndc </;s ssr-j +4^; maif 
«s= yr (i»'+. fl^*),. e per. la proprietli delcitcplo^ 35; 



fev/*( 2r» — « xM y 

Se la cicloide è ordinaria,, intcui a sa;: b'^ fa^rk PF^sssc 
1^^2^^!lfl rquefto va^lore gettetO; in.analogià. dark ir— ;« :: 

V(2rxr-^')- •".«t/'Fj^ovveroar — x :>,:: z;/^F;,raa. ael circolo. 
ar — ^^:>f^-:j?.:xvD.uoquej^:;{:;.2;;/*r:cioè 1» fottanj^nw/iarìi una. 
quarta prpporziopale all' ordinata del circolo genitore >Air a- 
fcif&: comune al circolo, ed aila^curva.,. ed all' ordinata della 
curva, fleffa;:e per la fimilianja d(j' triangoli P^Cy^PMT la. 
tangente- MF dovrà, elfere ancora, parallela alla corda Cj^ 
punque-per. condurre* quefta. tangente fi, tirerà, la corda, ^^j^ 
e del puntfl^, Af fi ; condurrai la. parallela .MF a., qu^fta corda ^ 

Per la feconda. formolaj^T 2=5— , fiirrogati i valori di 

'^.f e- dv fi. avrU. imnaedìatamente PT =?= -=;- ..,— r- s=;;.f .. 

Cipè nella cicloide la. fottangente è eguale all' afcifla, curvi. 

linea,^ 



_•# 
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vilinea, offia air arca di circolo J^> e fé la ciclòide (ari 
r ordinaria , la ftefla fottangente far'a ancora eguale all' or- 
dinata M^. Dunque in quello cafb per condurre una tan- 
gente alla curva bafterh prendere fbpra la ^Z la parte 
^T c= ^M y ed unire i punti M , T colla retta 
MT. 

LXVI. 



Una curva dicefi avere un aflintoto allora che, avendo 
qualche ramo infinito la tangente, che fi fuppone condotta 
air eilremitk di quefto ramo, incontra o T affé delle a(ci(^ 
fé, o quello delle ordinate ad una diftanza finita dal ver«* 
tice > e r afllntoto è quella tangente infinita • 

Tra gli aflintoti alle curve alcuni fono paralleli alla 
linea delrk alcifle, altri a quella delle ordinate , ed altri for* 
mano un angolo determinato o coir affé principale y o colle 
ordinate. À determinare la pofizione de' primi è neceflario 
fopporre My ovvero — m infinita, dy infinitamente piccola 
rifpetto z dMy ed inoltre che > abbia un valore finito y op- 
pure =s o. Se > ha un valore finito a y h linea parallela 
air afle delle alciffe, e diflante da queft' afle della quantità 
éiy farà un affintoto • Se jk =: o, fàrk a s= o y e V afle 
fteffo fark affintoto alla curva. 

Similmente per determinare la pofizione di un aflintoto 
parallelo alle ordinate fi dee fupporre:f^infinit2(, d^ infini- 
tamente piccola rifpetto a ((y , e che m abbia un valore 
finito, ovvero = 0. 

Dunque nella prima ipotefi dell' afllntoto parallelo alla 

linea delle afcifle fi farà t-= oCj ovvero — =' o , e 

K 



74 Del Metodo diretto 

nella fiippofizione dell' aflìntota parallelo -alle ordinate fi 

farà invece -r- = o^ ovvero -r- = oo • 

dy ^ dn 

Per una curva il ^ui aifintoto deve fare un angolo de- 
terminato coir affé pri{)cipa1e> o colle ordinate, come fuc- 
cede tìél!' iperbola , fuppofta y infinita , fi cercherà il valore 
della fottangente PT y e da queRa fi fortrarr^ Tafcifla x. Il re^ 
fiduo ferii il valore dell' iittercetta AT (Fig.i.3.) comprefa tra 
r origine «ideila curva e l'affincoto TM.^ e<qaindi condotta da 
jì perpendicolarmente alFaiTe la retta AB^ti cercherà il valore 
della AB^ per la cui «ftremitk B <lovr^ paifare raiTmtoto^ 

LXVIL 

r 

Problema 14.^ ^famìnare fé una data curva abbia 
qualche ^Jfintoto^e qualora f abbia y determinarne la pofìzìone% 

Traile fèsioni coniche X Elliffi ed il Circolo non han- 
no aflìproto^ perchè hanno 'rami finiti <. 

La Parabola ha bensì i rami iodefioitì , ma la tangen* 
te condotta fdalf «ftremit^ della curva y\ ad incontrare V af- 
fé %à una diftanza infinita <]al vertice^ mentre in quella 
curva fi ha PT:=^ 2^, ed -^frrsaijf—jrrrsx, e poRa infini- 
ta l'aicifià jc far^ AT cas oc* Dunque quella curva non 
ha afìintoti* 

Neir iperbola , prelà V equazione riferita al parametro 

>'i?s:( fx-^^y^y e a cagione dell' affmtoto fupponcndo 
^ =5 00, fàrk y =3 9cfX ^y poiché ^x fvanifce in confronto 

di -j->« differenziando fi avr^ djfz=:dxfjr^ ' ^ "7" ^^1j/^ y 

quantità cb9 non può Aipporfi infinita , ovvero eguale a zero 



^ ■ ^^. 
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per eflere* a e p quantità finite . Dunque: la curvai non ha 
^eruQ aifin tote, parallelo alle aicifle^ od alle* ordinate « Ma 
fùpponeada che I! aflintato faccia coir affé principale un 

qualche angolo ,, ^^^'^ ^^'1/ ^ ^^ vabtfr della: tangente 

r- 

òx. queft" angolo, e -p—— quello di: .^T-^il. qua! valore,, 
pofta w infinita,, fii ridurre aì-^ — =^ — a.- 

H: 2 

Dunque T ailintoto éovA paflàre pel centro, della- cura- 
va , cioè per la metli dell' aflè principale .. 

Ali! origine.-^; dèlia, curva. (Fig-ij.) fi alzi u4» perpendi- 
colare ali! afifé ufP\. Ne! triangolò^ rettangolo jÌTR. fi avrìi 

QoùT:Sìn,T::AT:;AB=^^,. uiT; ma.|^=Tang.T 
= //^>. ed. ^O'cs:^ ^^Dunque- AB *s —'' /^/f = 
^l*. Inoltre- chiamando.^ 1' afle coniufiacù. il duale. 




come confta: dalle- fèzioni- coniche,. è una. media proporzici« 
cale, fra l'alfe principale, ed il parametro ,,firìl. 

*==* "l/aj^'y e (luindl AB. s=z-^à\ Duùque la retta. TJW,, 

che pafferk pel centro. T ,,e per r eftremitìi B della AB 
perpendicolare neir origine-^ all' affé principale , ed ^uale 
al femiaffe minore ,, farV affintoto all' iperboli . 

Sia la curva dell' equazione- (^-—4) «=<i*. 

Di fFerenziando- fi. trova, ydx.-j-^d/ — adn ==-o , , 

j^ *^ ~7~>> ® T'.^'^iJtZ"* Nella.fiippofiziòtìe ^eU'aflldta. 
to parallelo alle afcifle fi ha -~=so,cìoè^-*--^ sa 0, dal 

K 2 
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che fi ricava y:=za. Dunque in qualche punto A dell' affé 
/^B della curva (Fig. 14.) alzata la perpendicolare jiD=say 
e da D condotta parallelamente allo ftcflb affé la DG , farìi 
quefla un aflìntoto . Parimenti nel cafo dell' affintotò pa- 
rallelo alle ordinate fi ha ^.=: 7-^ = a , e quindi 

* = o; cioè l'affmtoto. partirai dall' origine A delle afcif- 
fé , e fark l' indefinita AC normale in A all' affé AB . 

Sia la curva dell equazione y ì=m -va «,e li 

cerchi in effa la pofizione deli' aflìntoto inclinato all' affé. 

Differenziando 1' equazione , e foftituendo il valore di 

—■ nella formola della fottangente ^, fi trova ^ = 



my 



m 



mx • ^ na x 



-, offia, rimetteqdo il valore di ^ v, 



« HI ydx 



TU' I 



m — I t 
wx "f-na 



-il, laonde?-» 

n—i ' dy 



(wf — »)tf jr 



mx 



j^ m — ^w n — X 



Nel cafo dell' aflìntoto inclinato all' afle, fuppofla «r 
infinita , fé w — i < » , «j ' lark infinitamente piccola 

rifpetto ad M ^ e la formola fi ridurre a 



■ > jg =:oO' Dunque non vi far^ aflìntoto nella curva. 
Sew — 1=»%^ 



fvanirk dal denominatore della for- 



mola , quella diventerà ^ — "" J!^g ^^ ^' ^ ^^ ^' 



tk affintoto nella curva. 
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Fioaloiencé fé m — 1 > » il aumeiacore fàr^ ÌD&ni- 

tamente piccolo rifpetto al denominatore, [cioè la forinola 

potr^ fiippprfi = o, e l'alIÌDtoco alla curva avr^ l' origios 

comune colle afciflè. 



7« 

C A PO S ET T IM O. 

]>ELLA Frazione -^ ,. e dellk TANOESltt 

Al PUNTI. MOIfTiPLI DELLE CURVE .. 



ixyuL, 



-I^Ell' 



'Analìfi' degli' infinitamente piccoli',, non- meno die- 
Algebra; finita fi danno certe formole- fcritte a. modo di 
fratone ,, le quali , fatte, certe, ibilituziòoi ,, fi. riducono- 

a. -§- .. La. frazione: ^^^ ^ ■ > ne: porge: udì efemplo,. qualora 



n 



fi fbftituifca, a. in; luogo. ^ * !. poiché efTa. fi; riduce a 

' > ^ ^^ cioè a ^ . Qualei iark. aduoqas- il valore di ^ . 



Per procedere con: qualche* geoeralitìi. ^^-5- ud& frazio- 
ne ^ in. cui), emendo P^ j^due diyerfe: funzioni, di m y fatta 
x=4,fiabbia.-|:.. 

Si difTerenzj a parte- ciafcun; termine' della funzione , e^ 
fla. dP =zP'dMy^ e rfJ^=.J^rf* V cflcndo. P% j^ due 

altre fiinziont di x; farà. 3;;=.-rrr = 77; - In ^'3 «^ ^n 
j^ fi foftitniiQi. la, quantità. i^ invece, di. x,^ e ciò, che ne 
rifiilta ,, fari, il valore, di ■^,. Imperciocché ,. potendofi affu- 
mere P + rf,P in.vece di P,,e j^+ij^ invece di j^, ùlù 

P P I AP 

^c=jg^-^; ma dP^P'd:*, </j^= j^^^*, e nell' ipo- 
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p 



tcfi di 'fi 6=5 i7 , JP e j^ fi riducono à 2érò> nlanque -^ =3 
^■^^^ ^7^ Duflqae^ pafto ^ in luogo *di*mP', e J^, 
fi avrà il valore della frazione — ^ olfia di ^ . 

Se dopo àvtfr fetta la foftituzione dì a In luogo <di x, -^ 

Ti riduce ancora a -|^ con una fecónda difTerenzinzionè elei nume- 
Tatore, 6 del denominatore fi cercherh allo fteflb modo tina 

nuova fraaaotì6-r;7 y in cut^ j)oftò ^ in luogo di «, fi 

rabbia il valore cercato . Se quèiìla feconda diffèrftùiiazione 
^non bada 3 fé ne potrà fare una tèrza ^ una quarta • • • ec» 



. m m 



Sia propòifta Ja frazione — —^ la quale, fattoi sa ^^^ 



> —ir 



^\ riduce a ^ • l^aragofiatido ^uefta frazione colla generale ^ 



m m r^ n n 



fi ha Pz=zH — jj ^^=;j* -^'^ > onde (^P 

^ ^^ ^ dO »— I , n 



^ «r Jlx 



cioè, pofto a invece di ^ , fàrk -^ ^i ^ il Valore di 



m m 



-n n n ^ 

X •—41 



t)ffia di -§-. 






la frazione r r-, fatto x^=:^^ il riduce a -|-; dun- 






que fi faccia P t=z a — x , è J^ fc= l ij •— ^ 1. * . Sar^ 

.p ^^ ^*^'j^ JiO ^* ''^ — nx'^^^^dx 

^ ^^ X ^ dH — ^:jr 



V- 



8o Della I^raziong •§■ e delle Tangenti 

ff» , e fbftìraeiklo a in luogo di «, fàrk na il valore 

Sia la frazione * * — r- , quale fi riduce a -§- nella 
fuppofizione di » =; o» Differenziando il numeratore ed il 

denonunatore fi ha -rr = Trr" t— r =^ % . , , 

csz (a I. if-f- ii"~ L a){ I + *^ ) > « fetto jv s= o 

ùrìt ^ Lii-f « l»if (f +o) s= a ha il valore della fra- 
zione • 

Similmente la frazione-—- — : tt-j ^— , fuppofto 

«=/i ,fi riduce a-§-. 

Dunque operando, come fi è fatto negli efempj prece- 

denti, fi avrà— = — 



*^xCZ4* — «*> *+rf» 



t 



HJLiiff Il ^%e mettendo a in luogo di« fark 

jr( 2tf* *N> "*^ + * 

— =:-§• Differenziando adunque di nuovo cìafcun termine 
a parte fi avrU queft* altra frazione 

44* J* ( ?if ** — 2tf O — - l ^tf ' ** ^« ( ?tf«* — - 2tf» ) ' — 4/fef • • 

~r ^ZTT > ^^ V^^^y 

cancellando ì/a? perciiè fi ritrova in ciafcun termine , e met* 
tendo a in luogo di x ^ fi riduce a Sa • Dunque 8a farli il 
valore della frazione nel cafo dì 99 :=: a. 

mg mg 

La frazione - — - — —, nel cafo di «-srs i, divcnu 

X ^"^ I m%.X 
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— — — . Rìduceodo i termini allo ftcffo denominatore ^ 

cioè fcrivendo la frazione in quefta forma — r-'^-i — > dif- 

ferenziaodo ciafcun termine, e riducendo, fi avrli la nuova 

1 « 
frazione . . 7- , la quale , pofto 1 invece di x , di* 

venta ancora -§- • 

Difièrenziaado di nuovo la ridotta, dividendo per d»y 

e foftituendo i ad ir fi avri \ c=: — • Dunque — fi^ 

A il valore di -§-» 



LXIX. 

Qualora però dc^ varie dtfierenziaziooi non riefca di 
determinare il valore di -^,fi potr^ ufàre il metodo feguente» 

Sia a quel valore di ^ , che riduce la frazione a -§-• 
In ciafcun termine della data frazione in luogo di « fi fo* 
ftituifca # + iiv, avvero « — - ^«, e fi riduca la formola 
ai minimi termini» Se quefta nuova frazione noadkil va* 
lore cercato^ doè^ fé pofto a in luogo di Xy efia fi riduce 
ancora ^ -|-, fi ripeta la fteffa operazione una, due^s^.^ec 
volte* Alla fine fi giugnerk ficuramente ad una frazione 



della forma , il cui valore ùltÌl o fìaito , ed eguale a 

Ndx* 

— , o iofiaito j o infinitameote piccolo , fecondo che m farli 
o finale y o minore^ o maggiore. di n. 

Per efempio nella frazione -rr =: — — - — \ , 

la quale nella fùppoiìzione di /• = 4 fi riduce a -§• , diffr- 

L 
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lenùua^ il numeratore , ed il denominatore ù. troverai 

minare adunque il valore della frazione — nel cafo di «=//, 
fi metta ^ + dW in luogo di ^^e fi avrU la trasformata 

' ' ir ^ y» 

invece di x^ e trafcurando 4if«\ fi ridurre i a ^^^ — = : iy, 
valore della frazione nel calo di m = 4. 

X I 

Parimenti nella frazione — r— ~* ; — ^ mettendo i +(/^ 
in luogo di «, fi avr^ la trasformata --^^^ rr — 7Tr:% 

o y a* I. (i -f- axy 

cfTia riducendò i termini allo fteflb deaoraiaatore 

Xi'J-dx)UCt-\-dx) — dx 

Mal. (i + ^x)s=:iitf(i •--4-rfx+--i-i;#'— -ec.)* Doo^ 
fodituendo quello logaritmico fark la nuova trasibriaata 

^**(l— i^^jr^fi^— rr.) l--f i^f ifc*— rr. 

che , trafcurando tutti i termini infiniccfimi ^ fi ridnrrk uni- 
camente a T- 

LXX. 

Un problema analogo al precedente ^ ma puramente 
analitico ) ed affatto indipendentemente dal calcele differen- 
ziale fi è quello in cui fi cerca , fé una data forinola fcrittu 
^ foggia di frazione pojfa rìdurfi ulta forma iit -^, e con 
quale fojlituxione della variabile . 

Sì eguagl) a zero fèparatamente il numeratore , ed il 
denominatore delia data fbrmoia ^ e fi cerchi in cialcuna 
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delle due equazioni il valore di x. £' chiaro^ che fé i du^ 
valori trovati faranno eguali y foftituiti nella formola la ri- 
durrannot alla richiefta efpreifìooe -§-• Oppure fi eguagli a 
zero il pit^ femplice fattore della frazione, in quefta equa* 
zione fi cer^i il valóre di « , e queflo fi foflituifca neir 
altro fattore « Se queflo fattore fi riduce al zero, il valore 
trovato fark quello, che fpioglierà il problèma. Conchiudo 
ccn alcuni efempj prefi dalle forinole precedenti. 



n n 



Nella formola \ r- , pollo a — «^ cs o , fi ha 

«r=:^,e poflo 1. 4— I.x=o, fi ha pure ^ = /7. Dunque 
la formola è ridutibile a ^ nel cafo di ;» = ^ , 



a 



Nella formola iL ' f ^^ fuppofizione di a 



9C — ^ 



odk a =Sij ,onde m1.ì7=:— «^ L/7,;tf r=;— «x,ed ;» 



Ch 



La fuppofizione di L( i +#1) = o dk i +x:zsiy e * == o , 
poiché o è il logaritmo dell' unità . Dunque, la frazione fi 
Viduce a -§- nel caf^ di « =: o. 

Nella formola -fy-- — ---, facendo il denominatore 

X Im X ^^""* la X 

xl.ii — 1. ;r=o,fihaMLii = L;;,e dividendo per Lx,«;=:i: 
quefto valore di ^ fofHtuito nel numeratore lo rende =; o • 
Dunque i è ^el valore che riduce la formola a -§-• 

Similmente neUa formola "( i"-'-»^') "- »»• 



eguagliando il denominatore a zero , togliendo il radicale , 

e riducendo , fi ha T equazione quadratica «* + zaM + ^* =: o , 

la ,cui radice è X'—a =0, offia x=sa. Quefto valore 

feftituito nel numeratore lo fa fvanire : dunque elfo riduce 

la formola a -^ • 

L 2 



84 Della frazione -§- delle Tangenti 

tXXL 

Sia SOMZM'ON'' (Fig/«5-' ) una curva 1 cui rami 
s' iiicontrano in qualche punto O chiamato Punto muUiplo 
della curva . Sìa j^R la linea delle alcifle, AZ quella del- 
le ordinare. Sulla prima prendanfi diverfè afcifle ytPy AR; 
fulla feconda diverfe ordinate ^J^^ AZ , e fi menino le 
coordinate corrifpondenti PM^ PM\ROy ce. ^Nj ^^y 
^\Z0 ce. 

Dalla femplice ifpeziooe della figura è evidente i.^ che a 
ciaicun afciflà jIP prefa fulla AR corrifponde y almeno dentro 
un certo limite, un certo numero d' ordinate PAf,PM\ 2* 
Che quelle tra quede ordinate , le quali corrifpondono al 
punto multiplo O, dove i rami della curva s' incontrano, 
fi eguagliano tra loro , e fi confondono in una fola. 3.^ Che 
a ciafcun ordinata ^J^ prefa futla AZ corrifponde pari- 
niente un certo numero di a/cifle ^N ^ ^^ y ^^\^ che 
quelle tra quefle afciffe, le quali corrifpondono allo fleffo 
punto Oy fi euagliano tra loro , e fi compenetrano in una 
fola OZ. 

« 

Ciò poflo fi chiami a il valore dell* afciflà «?, e 5 
quello deir ordinata j^ nel punto muUiplo O . V equazione 
alla curva deve efTer tale, che, poflo a in luogo di x, fi 
abbiano tanti valori di > tutti eguali a b quanti fono i ra* 
iAÌ , che s' incontrano in O , e che , poflo b in luogo di 
^, fi abbia lo (lefTo numero di valori x tutti eguali ad a. 
Cioè r equazione alla curva deve poterfi ridurre alla forma 

dinotando ^, B , C , T delle funzioni qualunque di 



^, 
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ar, j^ e coftanti j ed m il grado di multìplicitk', offia il nu- 
mero dei rami della curva, che pafTauo pel punto O. Im- 
perciocché in queft' equazione , fuppofto x =: ^, {vanifcono 
tutti i termini affetti dal fattore K—^a^ ed effa fi riduce a 

(y — A)^T =ó, pffia (y — 4^=0, la qual equazione 
è il prodotto di un numero m d' equazioni femplici ed e- 
guali ad jf — 4= o; cioè di un numero m dì valori y 
tutti eguali a i • Lo fleffo fi dica rifpetto al valore 

y^s=iò. In tal caio l'equazione fi riduce ad (m — 4)^^ = 0, 
dove i fattori effendo m in numero , ed eguali all'equazio- 
ne femplice « — /^ = o , fi ha un egual numero di valori 
di X tutti eguali ad a. 

Supponendo ora che la predetta equazione venghi dif* 
ferenzìata m volte di feguito col riguardare le Tufinitefime 
dxydy o come variabili, o come coflanti, e confederando 
attentamente le varie equazioni difierenzìali ottenute deve 
(ombrar manifeflo • 

I.** Che non v' è che V ultima tra quefle equazioni , 
la quale abbia qualche termine non affetto dai fattori 

iJ" Che trovandoti nella curva qualche punto multi- 
plo , debbono fvanire tutte le predette equazioni , o diffe- 
renze , eccetuata l'ultima, quando in luogo di Xyj^ ^y ven. 
ghino fdflituiti i valori a^ 6 corrifpondenti a quefto punto « 

3*^ Che in quefl' ultima equazione differenziale tutti i 

termini , eccettuati quelli , nei quali entrano Jx^ , e dy^ , 
fono affètti da qualche potenza di(x— //), e (j' •*--*); 
e che perciò dopo la (bftituzione , la medefima equazione ri* 

durraffi alla forma òì dm" P -^^ dy*" ^ =i o ^ in cui P , e -^ 
faranno ancora funzioni di « , / e collanti non a£fettté ^al 
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fattori «•«*«4,, e> — b. Finalmente, che da niffuoa delle, 
accennate e^ua;doQÌ , fuorché dall' ultima^ fi può avere il 

valore di ~ non altrimenti cfpreflb che per ■§• • Com- 
proviamo tutto ciò con liti efempio ; e fia la curva dell' e- 
quazione a{x — ay-^b(j^ — d)*=z=o* 

Differenziando due volte quefl* equazione fi ha 

zf 2adx^-^2addx(M-^a) — 2W/ — 2AiflfF(7— *) = o. 
Fatto X ^=z a y ed ^ =z b y ÌSL prima di quelle due e* 
quazioni fvanifce interamente , e la feconda fi riduce a 

2adx* — aW/ =50, donde fi ricava -r = — ^e~ s= f/ — * 

djf a ^ dy If a^ 

e fofiituendo nella formola delle tangenti fi ha ^ =s 

i * A/ (~) • Quefto doppio valore dinota due tangenti 

al pùnto multiplo delle curve , le quali appartengono a due 
rami ^ che quivi s'incontrano ^ 

LXXIL 

Quindi per «feterminare fe oaa curva , dì cui fi coflofce 
T- equazione , abbia uno o più puniti multipli , in qual par- 
te del fuo perimetro fi trovino quefti punti , e quanti rami 
paflìno per ciafcun de'medefimi , fi diffcrenz; la di lei eqaa- 
zìoiie, fi eguagli a zero feparatamente la fomma dei ter- 
mini affetti da <^#r , e quella dei termini affetti da dy^tàz 
quefte due equazioni infierae combinate fi cavino i valori 
di jj, e^r, che competono all' uno od ai più punti multi- 
pli della curva .. Per afficurarfi però dell' efiftenza di tali 
punti, e per determinarne il grado di multiplicità in ciaf- 

i ' ... 
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CUQ d*el&. Si cfàraìtii prima k i trovati valori là M ed >*, 
foftituiti nella data equazione, facciano fvanire ogni quan- 
tità : in tal cafo fì difierenzj di nuovo 1' equazione della 
curva, trattando per maggior brevità rf«, e dy come co- 
ilanti, e in quefh feconda equazione differenziale lì fofti- 
tuifcano i valori di » , ed jf . Se dopo quefta foftituzione 
non fvanilcono tutti i termini dell* equazione, il punto 
multiplo non è che doppio , cioè per eflb non paflano che 
due foli rami della curvaj ma le tutti que' termini rvanifl 
cono il punto è pih che doppio; perciò fi paflì ad una ter- 
23. differenziazione , fupponendo fempre collanti i«, è V/, 
ed avendo foUituìti nella nuova equazione di&èrenziale i 
valori di x ed>', il punto farà triplo, quando non tutti i 
termini Ivanifcono, e più che triplo, quando fvanilcono 
tutti. Si profegua quindi a differenziare ed a foUituire ì 
foliti valori, lino a che fi arrivi ad un equazione , i cui ter- 
mini dopo la foftituzione non fvanifcono interamente. II 
grado di differenziazione dì quefl* equazione , indicherà quel- 
lo di multiplìcità del punto cercato. 
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£ la legge ^ per cui ooa quantità variabile è prodotta y 
efige, che quefta quaDtitk crefca, ovvero decrefca fino ad uq 
certo fegooper poi immediatamente fcemare ocre/cere, la 
quantitli variabile pervenuta a quefto punto di maggiore o 
di minore grandezza prende il nome di Majjimo o di Mi- 
nimo y ed il Metodo analitico y col quale fi determina il di 
lei valore 9 oppure quello di una qualche (uz funzione in 
quello . punto y fi chiama Mcfoda de' MaJTtmi y e de' Mi* 
nimi » 

m 

LXXIV. 

Sia y una funzione di «r, la quale ^ per qualunque vj^ 
lore fi foftituifca ad x , riceva fempre un valore reale y e 
fi indichi per n quel valore della ftefla n y che riduce la f 
ad un maflìmo, ovvero ad un minimo» E' manifefto che 
fé ad X fi foftituifca «f + (p^ ovvero *— <p > fupponendocp 
una quantità molto piccola, la corrifpondente funzione farà 
minore di > , quando quefto fia un maflTimo y e maggiore 
di /, quando > fia un minimo. 

Pofto adunque # ± (p in luogo di ^^ la funzione j 

aiv»fcA (A«. XXXV.), i 2i' + !!^f i ^^ 

+ tCy e però nel cafo del maflimo valore di/dovrlt efl*ere 
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^ pel >cafb idei minimo 



Cioè, traicuiUDdo tutti i termini in cui *entEa '(]uaI3ie TTpa-^ 
tenza della ,|)iccoliffima -i^ntità ^., ùak ytì *psiiso «cafi» 

y>jf±^, e pél fecondo y <y ± ^ ♦ 

^^Ma nel caSo di un rmdffimo o ìji nn minima :1vani&e 

^ancora da quantità db *-r-:^ poiché la formòla Fi riduce alla 

ifbla.y.TBuwjue peTvCDBofcere fe nna funzione comung^oB 
H:dRipofta *4di ^vai itlbili <^e xoftanti pofià ndurfi ad > un anadf- 
^mo.^ poppute -ad ^un rminimo^^ fì '£iccia ella eguale ^ad yy ifi 

^ifiarra^^) ^ fi ^^avi il ^^lore di -j^» <Qiiéih> -valore vii .egia* 

igjj a ^2ero ^ 'e ^dalk ^fomiata v^tuztoise Ifi elimini :kw^ 

^11 ^tmvato ^vilore di >>m iì&rà <^^(}uéllo^ ^xii^ ixendeià iradfima 

o niinima la funzione atea, (qualora céiià ifia ffìifoettibiie cidi 

ttàle ^fiAXo. 'La ^rs^one -di xìò ìfivj^^cche irei ocà& di 'om ^inaflì» 

>mo 4> ^i-iun ^minimo ,, dovendo Rifece -r^ ^=; a> ^£u^ .3?a> 






re rj- ^= o j ^^onde -ec (*) . 

WS. 
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Cioè nel puBto^di malEaio , a di mittimo , H difereflEiUe delia irarittSe izefa 
^Dunque in ^«efto piusto la variabile può sigittfdalrfi come coftame • 
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LXXV. 

Non è però cos\ facile il conofcere fé V ottenuto valore 
di X corrifponda ad un malfimo , oppure ad un minimo; 
anzi non di rado accade, che quello valore di x, quantun- 
que (ia j^ =5 o ^ non appartiene né ali' uno , né air 

altro • 

Sia / il valore , ovvero uno trai valori di x che fi ot* 

tengono dall'equazione -j^ = o ; quello valore fi foflituiica in 

cìafcuna delle efpreflìoni t^ > 77^ ce. ^ e fi faccia — c=: ^, 
^ — ^ , — ^ r=r , ec« Sar^ la funzione trasformata j^ + t (p^p 



Ora fé ^ é quantità pofitiva , trafcurando tutti i termi- 
ni della formola dopo T(p*^ come affai piccoli, la fteffa 
formola fi ridurre ad y +t <P*/>cioè ad uno flato maggiore 
di>, e perciò > fark un mininio. 

Se p è negativa , farà invece la formola y — t (P* ^ > 
quantitli minore di ^, il che indica, che y far^ un maffimo. 

Sepè zero la fteffa formola diventerà y±T^^ S'hj;(J)^r 
± ec, in cui k q non é zero , non fi avr^ né un maffimo, né un 
minimo: poiché fé 9 non é zero> qualunque fia opofitivo, 
o negativo il valore ài q ^ ommeffi tutti i termini al di Ik 
di -i- (p'fl^, nel cafo del maffuno iar^ J^ i t (p* q<.y^ e nel 
cafo del minimo j^ db t <p' 9^y^ il che evidentemente ri- 
pugna a motivo del doppio fegno, non potendo mai effe- 
re né j^+^(p'^<>f,né/ — ^(i>'q>y. 
Sia adunque 9 = 0,6 la formola diventi >^ 4" ^ (p^ r J: ec. 
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Se r è pofitiva ùltìl y + ii <t>^ r> y; cioè y farà un 
nummo • 

Se r è negativa far^ y — i: <!>* ^ <. yy^^^ y f^^^ ^^ 
maflimo • 

Ma k ancora r è zero , il giudizio dovrk riporta rfi 
alla lettera feguente 5^ e farli del tutto iimile ai di già 
fatto in riguardo alla lettera jr;cioè fé s non fark eguale 
a zero, non avrafli alcun mafTimo o minimo, e fé 5 farà 
= o, la funzione^ farà un minimo , o un mafTimo, fecon- 
do che la feguente lettera t farà pofitiva, o negativa. Che 
fé ancora p fia = o , fi dovrà profegulrc collo fleffo crite- 
rio, e formare il giudizio della feguente lettera, e cos'i 
in poi • 

LXXVL 

Dunque in generale, giunti al differenziale -j^ che non 

ifvanifce , fé m farà numero difpari non fi avrà alcun mafli- 
mo o minimo , e fé m farà numero pari fi avrà o un maf* 

fimo, o un minimo, fècondochè -j-ir ^'"^ ^ negativo, o 

■ 

pofitivo ♦ 
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Ciò però dee unicamente intenderli , allora che la ritrovata 
funzione fia pofitiva. Che fé queAa farà negativa , fi avrà in- 
vece un maflimo negativo , quando T ultimo differenziale , 
che non ifvanifce, farà pofitivo, ed un minimo negativo, 
quando queflo differenziale farà negativo • 

M2 
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LXXVir. 

Problema i.*" Determinare i cafi , nei quali una fun^ 

xione della forma dì k* -|- Jk^ '^} Bn^ "* ' + Ck*^"^ 
» • * , » •\' M. piti' diventar: màxima , o minima • 
I.** Sia la propoftà funzione «'+ aM-\'h, 
Si faccia «*+ i»i» + * s=/ • 

SaA^s=:2i»+^ 

e pofto — , offia ^n -f- 4 ssr^o^ avraflì ji=s«— -7^, e la 

funzione farli un mìnimo , poiché ~^ ^ ha un valore pofi- 

fitivo ; così j foftituenda il valore di * , farli quefta funzio^ 

pe minima > = 4 — ^-^ a^^ 

2.*^ Sia la funzione V— ^x^+^^+^- 
Sara -j^ = j;i* — 2/r* + i 

e fatt0 3Jf* + 2i7x~A=:o fi troverà x=: ^ /? db t^(^'^^**3*)^. 
valore per cui la formola non porrli ridurfi né ad un maf- 
fimo^ né ad un minimo y quando non Ha aa^ ^b; poiché 
Te aa<iib^ìì radicale fark immaginario ^ e fé aas=s. ^b^ fa* 

rh V^iaa — 3J) =0* onde ;« =-r a^ e — p=:o • Ma ~ 

= I , cioè -Tr7 non è zero • Dunque in quefto cafo non f\ 
avrli verun maflTimo, o minimo • 






i 






Se /»^ < ^)^ 1hx\ realer 13; yal*?^ 4ji Vj^- iw^-a'^); ^ ^ 

chè-^ far^pofiùvo^ettttmafl|BK)^^uaii(i!iè»=&r^^ 
poiché -t; ^rV negativo . • 

3 « Sia !»« — — u' + 28^ — .3ijit+ 1 =5/^ 

^^'^ è *^ ^' ~" ^^**+ S<^« — 3» 1 . » 

^r=tfx*— 28X+28 

e formando T equazione 4^*'-— 28>f*4-5^^~-3i sito, e tìCoU 
yendoi fi ottcrannp le tre^ radici <jvn?= i , ;y =5=2^ 4;= 4* 

fer la pr^ma di quefte radici fi avr^ -fi == 6^ duo- 

qu3 la funzione corrifpondente a quefto valore di x^ cioè 
>== — II -7,larX un maffimo negativo, 

Per la feconda radice fi avrk -j^ =:— ^4,'e -la corriA 

^pFndente funzione j^ ss— p y ^^^^ ^^ minimo nega; 
tivo • 

Per la terza fi avrk --r- =. I2, e perciò la funzione 

ritornerà maflima negativa ^ e (àrk y ==» — 20.-7 • 

4."^ Abbiafi per ultimo la funzione x* — -^ ** + .-f-x* 

4*» 4-1=^. Sark— =5 tf;»'— I2ap*— tf^* — lìx*. 

Si formi r equazione 6x' — 12^*— 6x' — 12^* ==3 o , 
oflla X* — 2;f* — x' — - 2;c* = o 3^^ quale rifolta nei fattori 
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<(*^ + i).(«---2)g=30, daA due radici eguali « s= o, 
due immaginarie comprcfe nel fattore «'+ i =o , ed una 

reale x — 2 ==0e 

Le due radici eguali, e le due immaginarie fono fu- 
perfine , pejrchè non poflbno ridurre la funzione né ad un 
maflìmo , né ad un minimo • L' ultima radice x = z foflitui- 

ta dk -^ = 72 : dunque efTa riduce la funzione ad un maffi- 

mo negativo, che fkrSi/s=— ip-J-* 

LXXIX. 

Dai recati efempj s' inferifce i.^ che la determinazione 
dei maffimi , e dei minimi in una data formola dipende 

dalle radici deli' equazione -j^ s=r o , cioè che tutti i mafTi- 

mi e minimi della formola generale jf =x -^An + 

B^r^+Cx'^^'^ ••••.+ Af dipendono dalle ra- 

dici dell'equazione nm^^^^ -j^- m^^i .An^ ^+«» — i^x^^^^ 

^m — 3 .Ch^ ^ + . . . . =: o ) in cui il maffimoef* 
ponente di jt è minore di un unitk dell' efponente mafTimo 
nella data. 

2.'' Che la medefìma funzione non può avere alcun 
maflìmo , o minimo , quando i differenziali di grado im* 

pari -jj ; j4" > yf J ^c. dopo le foftituzioni non fi riduca- 
no al zero. 

j."" Che fi avrìt ficuramente qualche maffimo, o mini- 
mo, quando quefli differenziali fi annulleranno, ofila quan* 
do Y ultimo differenziale, che fvanifce dopo le foflituzio- 
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ni) fari di grado impari ^ e che le cadici della prima equa- 

zione differenziale ^ ss o non fóranno tutte aè eguali^ né 

immaginarie • 

4.'' Che una funzione potrai, avere più maffimi , e più 
minimi , e ciafcua ^maifimo potr^ effere indiftintamente o 
maggiore, o minore di ciafcua midimo, e viceverìa ; poi- 
ché ad effer maifima o minima una funzione nuli' altro fi: 
racchiude, fuorché' ella fia maggiore o minore delle fun- 
zioni, che la comprendono immediatamente. 

dy 

^."^ Che fc r equazione j" = o avrk un numero di ra* 

dici eguali , non fi avr^ verun maffimo , o minimo, quando 
quello numero fia pari , e fi avrà un fol mafitmo , od un 
fol minimo, quando fia di/pari. 

LXXX. 

Problema 2. Cercare tutti $ m affimi , e minimi poffi^ 
mi nella frazione della forma — , in cui P e ^ fono fun^ 
zioni razionali di n . 

Sia la frazione — i — • 

Facendo > s= —?—, e differenziando fiha-r- ==5 r^i~r% 

ddy — 6jr + Jrap» ^^ •• ,. r ' '^ %9 • l+jwr 

e - — =3 -r — r'^—T' • Qumdi formando 1 equazione 7-j — rr 

= o, e rìfolvendo fi ottiene x = ±V^ic=±i.Il valore 
pofitivo 4" I riduce la funzione ad un mafllmo pofitivo, 

poiché foftituito dk ~ e= — -^ , ed>r = -f^ 



'^6 ^^Bfei ^ÉKììiti 

%s ^^ ; dbàeVidacè ^ ^éb. fotiztóiii ^ un imiiiflìiBò 
negativo. 

Sia là fraziòifeygs '^ . . ^^ -» 
'^^q,;bì^4;mafeìho'tregàtìv<>.t>ftlyàltìreA^*i -fi ^ottiene 



f . •. 



^negativo ► 



AlWftdTa'ihàriiem è :pòti^rtio<:éftiifc "tutti ^i tóaffi&ir ^^e 

inÌDÌmipéffibIlidi^ùrfafito2ÌoriecleUaforma( +-^ -f- 

Bx^^^^Cx*'^^ , ..■...+ M)^> qualunque fia 
r efpoisente 'b. ^etatre-y'^eguaglkiido'^tìefta funzióne ad j? , 
e différénzkodo ^ fi àvfli 



+ W-1 -4itf^~^+i«^2 BpT^^K^ . . . . + P)=:ò, 

e 



* V. 



« quindi Tequazione wji''^^^-f m — i ^k*^"~^+ w— 2 bJ^'^^ 
• »•••+ Pssoy le cui radici daranno tutti i maf- 
fimi e minimi poflibill» 

LXXXIL 

Problema 3/ D^/^ T equa%iane ad un0 curva cercan 
S qual.pHnto dell'" ajfe corri/panda la maffima o minima »r« 
dina fa yy ed il di lei valore in quejh punto. 

Sia la curva, dell' equazione y c=: ( ^^ -f" *)^- + ~- • 



Differenziando fi ha 



a 24P 

dy a^6 tf» ddy 



dx a 2*» ' * 2 Jjr^ 

*ì 



;|^, «5 facendo '-;j- — ~.=o,Gtrova n = ±>(-l.J 



- . e laceDcio 
2*» 

li qua! valore > foftituito nel fecondo differenziale , dà -j^ j; 

^1 



'■<;^*)' 



; il ftgno fuperiore iodica Un minimo ^ e 



r inferiore un mafl[imo# ^ 

Dunque la curva ha un' ordinata miaima pofitiva 

=T^( ^ +^* ) > alla quale corri^onde l\afcifra a V (-r^) ^ ed 

■n oidinata maflima nativa sa — . -^V {tt-^-aÒ) corrif- 

pondente alF afcifla negativa — * ^ V(^^^ • 

Sia la curva un' Ellifli , od un circolo di genere fupe- 
ziore^ la cui equazione differenziata fi è (XLIX) 



i 
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Eguagliando a zero .quello diffefen.ziale ^ e dìvideado per 

■ ", ' ( « • S'-^m . — \dm 11 arra i equazione r^ 

=3 o , dalla quale ricaverafli n =: —7— • 

m-f-if 

Neir ellilfi e oel circolo comune , ia cui m:=;i:=i ^ 

làrk « ai» — • 

2 

Dunque foflituendo queflo valore, T ordinata maffima 

Ma neir Ellifli ^^^P ^ ^^ valore del fcmiaflè coniu- 
gata, e nel circolo pss,a. Dunque in ciafcun d* ef& (zx\ 
pcssz^a. Cioè la maffima ordinata neli* Ellifli corrifpoa* 
der^ alla métì dell* afle maggiore ^ e - fark eguale air afle 
minore, e nel circolo fark lo ileflb Tuo raggio. , 

In un dato circolo fia 24 , il diametro , n qualun- 
que a&iiTa computata dal vertice^ ed jf V ordinata corris- 
pondente. Il diametro ^a fia ancora afle di una curva, di 
cui ciafcun ordinata x fia media traile corri ipoiidenti coor* 
dinate al circolo x, jr: determinare la maflima ordinau in 
quelb cufva « 

Nel circolo fi Ìia yj «= 2/«r --« mv,, e nella curva 
%% ^n 9ey . Dunque dìflerenziapdo la prima equazione 

fark dy = tJ!—^ e diflerenziando la feconda iar^ d% =3 

y 

^ *'^*^ , ovvero , iòfiitueado il vajore di </> , e ridnceodo , 

d% = ^ * ^^^^^^* Ma, a motivo della maflima ordina*» 

ta « , lari aerO il valore di dx^ciot iara ^ — »■ ■ ,- ■ ■ • 
= o. Dunque, moltiplicando ciafcun membro per 2%^, (o- 
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ftitueiKio inv«ce di jr* il fuo Talore 24m «— lur, e^liberaadtf 
la «« fàrk M =: -^. 

Dtto<]tte k maffima «rdkiata corri^oodeà ai -f del 



diametro za^t ù,tk 



* 4 
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Sia finalmente la curva dell' eipiauone 191 css n^ + m » 
Differenziando fi ha 4y=s rf;j— — ^=so, onde ;j* — 



Differenziando di nuovo per vedere a che corri^nda cia£> 
còno di cpiefti valori di «fi ha -^ iss -p, cioè , m^teodo il 

valore dUr^. = t^r ., 

Dunque il fegno fuperiope Ìndica* uri mmimo pofinva^^ 
e r inferiore un minima negativo y perchè nel i.^ cafo fi 
ha j^ sss 24, e nel 2.^ y iSs:*,— ^ 24 • 

LXXXIII. 



PaOBI-SMi^ 4* D$vidnc ma data quantità a m parti 
& per modo che il loro prodotto fi a un maffimo • 

Sia » =2 , fi chiami n una delle due parti ; hùi a^^n 
1 altra parte , ed an^'^ xn il prodotto loro . Il differenzia- 
le di quello prodotto nel cafo del maffimo deve effere zero. 

Dunque farli adx — » 2xdn =z 01 % rifolvendo ^ 3=3 -^ ^^ , 

'^ "• ' '. r *-•-▼• 

ed il —^ » = "T 4 • 

..Cioè la qaaatltìt a dovA efler diviià ia due parti 
•guali. 

Sia «=:3, e fi, ciuciali « la prima parte >j la iibcoo- 
<b.» 4"Tr«.— ^ la reiza^ .'. ->■ . 

»l. • 'i';*.'. •.!.» 'J'.l# I -i 
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Sa A éij/x-^ìt*jf'r-^ìiy*iì prodptto di -quelle tre parti, ed- 
0ydìf + axdy i- xxydn — k'd/—' zttjfdy — >* dm il differenziale di 
quello prodotto. 

Nel caio del maflìmor |»roclotto IVanirk quefto differen- 
ziale: dunque , eguagliando a zèro la fòmma di tutti i ter« 

• • • . • • • i 

mini, che contengono il differenziale 4clU medefima vari»- 
bik) fi avranno ie jJue equazioni . ' 

aydM — 2Yxdx — y d»z=z q _ 
axdy ,-T X* flfy — ^ ryxdy =3o 

Dalle quali fi ricaveranno t tre valor! « na ^ ; 

Dunque la quaQtitìi ir dovi^ dividorfiio tne . parti eguali. 
Sia »r:;:4, e fìano le quattro parti #,j», »,/*— «— j>— «. 
Il loro prodotto fàrk aityx — x*yz'^ity^7i'^tcy%* ^ 

^ il differenziali^ di. quefto prodpttq , 

aytdfs + a»zdjf + atiydz,. , 

•— >* xd» — ixzydy — «y* «jf^ 

— yz* da — »«• fl> n-' luyzdz, 
Quindi eguagliando a zero le fomme dei termini, 
che cbmprendobo 1 differenziali delle fteflè variabili, fi 
avranno le tre fegufenti equazioni * ' 

ay»dic:^2ttyzd}f~-y*zdx'^yz^dx=so^' ' ' 

a!tzdy'—'M*zdy^ixyzdy--'}tz*'dy==6y' ^' 
y\àxy'dz--fx^ydz:^xydz'-^ì:Ìyzdzt=à'[ ^ ^- • 

' ' * Dalle quali fi caVferì ;i = ^ à, j> ==» ^' a • zsss-^'^' 

M'-^it — y — a=-f.4. 

* Dùnque la- quàritiilk dovrà effeV dìvirà in qoaftiro parti 
eguali. . ; - - 

" - ie'n kùc eguafe a''5 , a fT^ a 7, ' éc.,' ó^éraiidó come 
finora fi è fatto, 'fi troverà chè^ h' qaaótiSi 'a" doVrk 
dividerfi in 5 , in tf, i& ^, ec parti eguali. 
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Problema 5* Dhidere una da^a quantità a in parti n^ 
per modo (he^ e ki amando x^yy%..... ec. quejle parti ^ il pro^ 

dotto ar y^ %^ . • ecjia un maffimo. 

Sia>::=: 2* Saranno le due parti x, V^ *-— m^ ed il 

richiefto prodotto jp {a — i«)^ • Il differenziale di-qaefto prò- 

,♦.■,» 

dotto eguagliato a zero darà V equazione wj*^"^'(j— ^Jr)^^/;» 
~ pH ( i^— ^ ^^^ ^^ = o ; onde y dividendo pel fattore cor 



am 



jnuQe, e liberando la x. iàxiu^ ;p= — f^X tà a 



-'w ^ 



Sia » =3 3* Saranno le 3 parti x^ y^ a^^ n — j^, il 
prodotto cercato sT y^{a — 9^—yf^ ed il differenziale di ^ueflo 
prodotto w* """ y^(a^^X'—'yfd^ '\^ p^ jr {^--^^--^yf dy 
:— q^"^ yf'(a^x-^y)^^'dx--qx'^ y^ia^-^'x-^y-f^'dy 

m= o • Eguagliando a zero ciafcunà fommà di tennini y che 
contengono lo fteffo differenziale y fi avranno le due equazioni 

j^n'^y1r^\ar^,r-yfdy^qx'^yf{a^^^ 
dalle quali fi avrk ^ = - . — 

, ptf — p y — nf 
ed X = • 

Quedi due valori di n paragonati fra loro daranno jr =3 

* * éip , ' , . am j • a^ 

*———. — ! onde X == — r — r— « ed ^— ^— >^=; rTrr^* 



mx 
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Sia » = 4. Le parti faranno «, y,«,4— *— jf — «; 

Quindi il cercato prodotto far^ m'* y^%^{a — m — y — «) , ed 
operando c«mc fi è fiuto nei due efempj precedenti , e chia« 
nando t la fbmma degli efponenti m, p , q^ty^ troverà 

* = — , y^-j^,* « — ,cd4— *— > — f «y. 

Cioè fciafcuna parte faA eguale al prodotto 4i a ^t\- fuo ef- 
poneace divifo per la fomma di tutti gli efponenti , e le 
parti ftaranno nella ragione dei loro efponenti rifpettivi. 
Lo fteffo fi troverai per qualunqua altro numero di parti. 
Se gli efponenti m,i»,^,*....ec. faranno tra loro cgua^ 

li , ciafcana parte fàrk -^ a\ cioè le parti «, y , ...... ec 

faranno tutte eguali tra loro. 

LXX3CV. 

Problema 6* Da un punto dato ovunque nel piano ài 
una curde condurre alla fleffa ctiroaU retta piìt corta» 

Sia AM quelb curva ( Fig. i^. ) , ed ^Z il fuo alfe . 

I.' Il dato punto fia nell' affé AZ , ficcome in j^, e 
fu M quel punto , in cui la retta cercata M^ deve incon- 
trare la curva. 

Dal punto- M i intenda sfibaffata ali* affé la perpendi- 
colare MP , e fi faccia A^=st a^ AP=zxy PMzs y^ 

M^=z. Sark P^c= ^ — « ,1^= ^^^ + "^j offi» 
jg» _— y -^ 4* — . atfx,+ «•, e differenziando d» ^ 

zydy\-ntdx — ladx __. ^^ poiché « dcve effcrc un minimo. 
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fottoDormale : dunque P^ è fottonormale , e la retta cer- 
cata M^ normale alla curva . 

.2.° Il punto fia neir area della curva , e fia -R. 

Supporta 1* retta cercata MA^ieRr, MP perpendicolari 
all' affé ,« la i«R parallela allo fteffo affé, fi faccia AT^b^ 

RT ams NP tKs e y ed MR OS z; faA MN aM y f- 

RN:^PVc=^b^Hy ed J^R* + lìàr + 1^', oflìa 
** = :y* — ^fx + e* + ** — %bx + «» , il cui differenziale 

«guagliato a «ro dark dz = v±z:}±:=}^^±^ _ 



*'/ __ *— * j y€Ì* 



PP, ovvero V— e:* — * : : y : PP«: ^i2i: c-^^ 

Btinque 3fXl è normale alla curva. 

3/ Il punto fia fuori dell' area della curva , e Gì S. 

Abbaffata all' affé la perpendicolare SB^ e concepita la 
MÒ parallela all' affé fi faccia SBssscyAB azag^MO^z BP 

2cy -^ y* ^ M* — 2gM + s"; onde d» c=s 

Ma SO:OM::MP:P^, Dunque foftituendo i valori fàrl^ 
^^'^ '^^'Elf °^^ * Cioè là linea pih corta farà la 
aormale lilf, come ne' due cafi precedenti. 

Lo fteffo fi dimoftrà, quando il dato punto fia fuori 
dell' area della curva verìb T. 
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a 

Problema '7 * Data la bafe di un rrìangoh jICB 
(Fig. I7)> e la fomma dei due lati f opra di effa determina^ 
re quefii due lati in guifa ^ che il triangolo abbia la maffima 
fuperficie . 

'Si chiami^ la bafe AB^a la fomma dei due lati J^y 
BC y 9c il maggiore iato jìC , a — ^ T altro Iato BC , 
e fi abbafli dal vertice C la perpendicolare CD fopra la ba* 
fé AB y prolungata fé abbifogna. 

£' proprietà d^ ogni triangolo^ che abbacata da uno 
dei tre angoli una perpendicolare CD fopra T oppofta bafe 
ABy quefta Aia alla fomma degli altri due Iati ACj BC 
nel rapporto della differenza dei medefimt due lati, alla dii^ 
ferenza,. od alla fotnroa dei fegmenti AD y BD formati dal- 
la CD nella bafe AB y fecondochè CD cade o dentro Tarea 
del triangolo , o fuori di efla fulla bafe prolungata» 



2i«f— -Al 



Dunque fi avrà biar.ix — a :AD T -BD = — ^^j—y odia 
zAD — - AB c= -— ^^ — ; quindi AD = — > e 




y; — C — Tb 

Quefto valore maltìplicato per -f ^ èxA \z fiiperficie 
del Triangolo ^B=:-^(*'— (-^^^^^)Vr »1 cui 



differenziale eguagliato a zero per cagione del maflìmo dark 
f equazione 
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o , ovvero tMdn — (j-^--- l^ Ì adm ssa o y onde $$ 

=T 4> ed <f •— «sss-j^ i» , 

Cioè il trìaogolo iàrk i(bfcele fopra la ba(è AB ^ e 
ciaicua lato farh eguale alla fnetk della data (omma • 

LXXXVII* 

Problema %^Dato^ $ì perìmetro di un trìangoh deter* 
mìnan i ire ìofi della maffima /uperficie. 

Pel proUcHia precedente il triangalo far^ ifofcele. 

Si chidknì adimqiie p il data perimetro, m labafè u4B 
(Fig. i8.}) e s' iniedda abbaflata la perpendicolare CD. 



Sar^ AC y ovvero JBCs 



P— » 



z 



'p^^'^tfSt'^i^ *• 



CD « t/( , --f )==f t^O-^ »/.) 

Il differenziale di qaefta fuperficie quagliato a zero 
darà 7 sss o ; oppure a^* 1» — rf/»* sss o> e 

quindi « s=s i />, e ^=^2=s -!./>. 



Dunque il triangolo GlA equilatero , cctoè qoeffi tra 
tutti i triangoli ifoperimetri avrli la malfima fiiper* 

fiaeO* 



(*) Bgnre i&>periaietre dkonfi ^oelle» cbe bum» perùnetri egoiK. 
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LXXXVIII. ~ 

Problema^/ Dato il perìmetn di un quadrila fero de- 
terminare i lati ^ cojicchè la fuferjicie fia un maUimOy 
ovvero tra gli infiniti quadrilateri ifopnimetri determinare 
quegli della maggior fuperfieie • 

Sia ABCD (Fig.ip.) un quadrìUtero , ed in «fio fia- 
no coqdotte le due diagonali ^C, BD» 

Pel problema 7."* è jnaoifefto « dw cIiÌcuqo dei diit 
trìang^ yfDC> 4BC, nei quali lì rilblve U quadrilatero 
^^pCj^ d^U diagonale AQ^ «v^ U «ig^ Àpccficie, 
quandp fia ifoièek 0>pra 1» ft«(& <4C ». icbè ^uindo fia 
AB s=s: BC ^ ià AO ^ssi DC. 

Pariousote i due triangoli BAD^ BCD avranno la 
maffiouL Ispoificie quaodo AB ^sa AD y a 8C est DC^ 

Dunque il quadrilatere della malfima iliperficie avrk 
tutti i lati eguali: cioè fai^ un rombo* 

' Sialo oltre abha^Tata la perpendicolare DE fopra il la- 
IP AB; fi cbiami a quelito Jato^ «d « la parte AE com- 
prefa tra DJ? , e T angolo A. Sarà V(tf — tf) il valore 
della perpendicolare DE^ aV{^'-^M')hf\»fex6àt del pft> 

fàìléiigamtaù^ -^^ ^^ ■„ ff ^o il fato difierciuutle egua- 

glìato a zero^ e quindi « es o; dunque la perpendicolare 
DE coincidevi col lato AD ^ V angolo in A (ara retto ^ e 
confeguentemente ciafcuno d^li altri tre B ^C ^D . 

Dunque tra tutti i quadrilateri d' egual perimetro il 
quadrato ha la mafllma fiiperficie* 

Ibi ^tnii guifa £ può dimoAfafe^ che tra tutti r pen- 
tagoni y eiagoni , eptagoni y e generalmente tra tutte le figure 
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iroperimetre d* egnal numero di lati, la filare fi è quel- 
la, che racchiude maggior fi^rfide. 



Problema iovT'v h ìt^nìte figure n^oUrì ifi^ 
rimetre defermiturt qtuHa. detta nuffima fi^etfià» • 

Si chiami » il Iato MH della %ura regolare cercata 
(Fig. so.), ^ il fuo perimetro, fia MN^ il dicolo ad 
cfià circopicritto , C il ^ centro, CAf, CN i due raggi 
condotti ali' eftxén|ttk del Jato MN.^ e CP i* altezza del 
triangolo MCN* 

Sar^ -^ il' siiaiiera del' lati deUa figoia ii^olar€ 



/ 



cercata ,CP sa V(CJf— JtfP*)aav(r*— ~)rabezza 
del tria ngolo MCN^ fCP . MS. ~- = t^ V («^ — — ) h 

lùperficìe del poligono • »» * ■ il difibrenziale di 

quella fiiperficie. 

Quello differenziale quagliato a Zero darìi « =3 ò, e 

perciò -^=s 00, e CP s=: r. Dunque la figura r^olare 

cercata avrU il lato infioitamente piccolo, un numero iofì- 
aito di iati , e ta perpendicolare CP eguale al r^gio del 
circolo circonlcritto : dunque eiTa fàrk quello fteflb circolo; 
cioè quefti è tra le infinite figure regolari ifOperimetre quel- 
la, che racchiude maggior (v^rficie (*). 

O 2 

V«leaA> paragoaanr infiemte le arce dogli isfioiti polifWK regata» 
•tri, £ chiami t» il aancco de' iati ^ iw foUfooo rrTQritfr ^inki»- 
b di lui fiipeificie» e ^ il collante perìmetro. 
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Problema ii*Sia AB una rètta data (Fig.2i.), edMN 
una retta indefinita di data fofixione rijj^tto alla AB ^cercare 
nMa MN un pànt0 C y dal quale condotte te due rene CA^ CB 
alle eflremìtà della AB ^ la fomma CA-^^ CB Jia un minimo . 

Dalle eftreinif^^^ BydcìhAB fi meniao alla MN 
le due perpendicolari AD , BE y le ^uali inlieme colla DE^ 
^ effèr pb^ofduni la pofizìone de^a iHfV rifpetto alla AB^ 
iranno date. Si faccia DE sss a; AD zsty BE =: r, 
DCe=Xy e C£=4— j*;fark.4C=£=V(*'+jf*),BC =i 
VT (c> + ^:— tax^ + y ) , ed >fC+ fiC =# \r (*-+ y ) + 

Dunque differenzìaodo quefla . ibmmà y e4 fagliando a 

^ y ixAx , 2xdx — a* JjT 

zero « fi avrii rrTr-rr^ ^ ^^- . ^ . — T^T^ =^ o. . . , 



««i 



Sarà CP s CoC JiCi» ss Cof. (•^) = Cof. (•—) ed J = 

t 

Sé la figura regolare è un A equilatero (ara S ss ---/w Cof. tfo^^s i5ooooc» ^. 

■ 

Se an quadrato -^ = T^Cpf.45* = 5535534. •. 



Se un pentagono •••••••• S z:i -^p^CùC.^^sz^oi^àijsp* 

Se un efagono t • • i* = -^^. Cof. 30^554308146.^ 

* 00 

Se un Circolo farà X ss — p . Cof. ( \sz — p . Cof. o® = --pjrsz 5000000. ^. 

Dunque traile infinite figure regolari ifoperimetre il A«^ equilatero ha la 

minima Superficie, il circolo ha la maffima, e delle altre figure quella ha 
maggior fuperficie ^ che ha un maggior numero di iati , e riceverfa . 
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.uliiccfld9 )- e Jevaiido i r^v^cali .<-... 

"«gp^nqo le fraziooi, ed .ordinando per m 

(<*, *•) «»+ 2i»*» ;? -^ ^ *• = o. 

^ finalmente 'completjando recjoazjpne e rifblvetidQ.,, 

MWM I I f I lì j4» ■' f /: ' f Hill I I «i^ III I "^ I ^ 

valore che cprrifppnde al minimo cercato « 



i. ! 



■ • I •' • « 



Cqro^à|^][0. Se MN. ùtk parallela ^la retta \/£B , 
fiirk .i^ =a ££ , oflia 4 ss. r , e T equazione ordinata 
( e^ — j» ) 1^ 4. 2^' » .^V ** ^3 o , ridurraffi a xaV x 

V 5* e= o , e quiDdi fi avrli, n == t. <» = T". ^-^ > cioè il 
tdangólò^4C5 lari ifofcete fòpra -(ÌB." • 

LXXXXfl. 

• . • ♦ ♦ 

Problema ,12/ Ne^l\ji^a del trìangoìo ABC (Fig.2a) 
/lìwi ftn:p§info D y 44Ì f^fh €<fndaìtc ai tn ang^i le tre rene 
4D^ BDy CQ^ lafpmm^ jfP + BD +CD fia m nUnftm^ 
de^jmninare gli angoli fw^^pir dà quejk rette intomo al pj$ntoD. 

Col' centro. j8, e raggio BD s' intenda decritto T arco 
di circolo EDH ^ «H cui DH fia una porzione infinitefima^ 
e da H fiaiio a^a^até le perpendicolari HG^ HI alle due 
rette DAyDC. . 

Si faccia D^=s^,'Bb=y, DCz::szy farli ^+> + « 
li min-mo cercato ^ il cui.d)fierenziale, Apponendo coftante 
il raggio DB cs=r y , (arh dn -{- dz^=z o^ onde dx = — dz. 

Dunque riguardando DGy -DI come ì difTerenziali ri/petti- 
vi dìDA^DCyt rinfinitcfima Di* come una linea retta 
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perpendicolare in D z DB^ùlA DGat^Dl (^.fehM.dM 
*— >^«, non confiderando la. direrfitìl dei (ègn^^ ed il triao* 
golo DHI in tutto egujde al tnaagolo DHGy qaiodi an* 
gol HDI s=s HDG , Ma fono aocorià tra foro egoàli t due 
angoli retti BDHy t^t ì due verticali HDGy s : dunque Glt\ 

SimilmeuM fé col cenerò ^ e raggio w£D fi.jRtpporrk de« 
fcritto un altro arco di circolo , fi troverà angol jfDB sa ADC. 
Dunque i tre angoli intomo al punto D debbono eflèrè 
eguali tra loro^ e ciafcuno. 9 iipt^ 

Il problema non avrebbe luogo fé alcuno dei tre aa-^ 
gol! del triangolo lofle o eguale^ o tàatgffàrt di txa^ 



* «... 
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PkU>BLBMA. 13.^ ^egnar^ h tre ^hnemjhm diwm f^ 
ralMipedo reti aiuolo y il quote fotn una data fuferficic com^ 
^enda la maffima folidhàt^ 

Sì chiami ir T altezza del folido,/^ % i lati della ba* 
& ; iàrlt la di lui fuperfìcie 2My^iM% + ^y^y t la iotiditll 9iyz. 

La prima deve e£fere cofta&tr > « ia Ytconda uu maffi» 
me ; dunque 9 Tupponendo coftame falteczà »^ (ara ti diffe* 
renriale della fuperficie zutfy 4" ^'^dn -f" ^dx -f* tzcfy ss o ^ 
e CfUello ddla foliditk 9cj^d% + jmhjt s» « » 

Dal primo difièreoziale fi oiti^e -^ :b; — x~^* 
Dal fecondo -p=:r-— — . 

i. « ". ! * 

ed «gnagliando queAì due valori fi avrà » — s;-->-^^ 

e quittiì K =s jr ; dunque nella p^fizioo? che V altezza h fia 
collante , la baie 4lel fo^do ùti m qi^idra^o . .\ 
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$i feccia pra.variarO: anche V alee?^^ it) efipoRga /=:«« 
La ftipr^àe 4el parallelipedo iàrk 4«^ + ty, e la fo- 

Uditìi »/. ' 

11 dìfièrenziale <ìi quella 4^<// + 4^(/m 4* 4r<^ =s <3 • 
Il dìtferéflziàle di quella ydk-^-zisydy s^o. 

Dal primo fi ótdcoe-r «;=^^- 

Dai" (ècondo* . . T -^a= -^J^. 

Quindi (zAt ' *? ' ' s*--^i ed «"«ss y; mt j» ti « 1 
dunque Kttt> ssìB ; cioè il folido richidllò iàd un dibo. 

# ■ 

I 

CoBDULi&io 4 Tta gli infiniti ftnUsle^ipedl cT ugual 
fiiper6pie. il cubo. ha la maflima fblidìtlt ;.e viceverfa tra gli 
infiniti parallelejnpedi ^'«guale /olUItk il cuix) ha la mini* 
ma fuperficie- • v *— . ** 

Allo ftdTo modo ii potrk determinare quale tra gli in- 
finiti Frifìni ) Cilindri ^ ^irarfiidi y o Coni retti d' egual fu- 
perfide at>bia la maffima (bliditk , e viceverfa quale tra gli 
idfiiiiti Prifitir, Cilindri ^Piramidi ^' oConi retti d* eguale 
tciiiditk abbia la minima fisperf^^*^' 

,1 




^ LXXXXV. 

• * 

. ^ VìLO^J^h t4* Si4 •^ (Fig. 33.) i; diamem Ma ha. 
JjfLjd» Uff Còno T€ft9^trén(éH f4raitelament€ <•//« fitffa i^r, 
e CG P ahexxa^ <^^m»w»<ffv il diametro EF delta fezione 
per medo , vbe la ftiperficie corivejfa del cono troncato pa un 
m/t^mo • 

Si cbiami a falte^za CO del Cono , 5 il raggio AC 
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della bafè , « il raggia GÈ d^ia (èzlone , é fi conduca la 

• ♦ 

EH parallela ^ CG. Sar>a AE =z V ( Etì -hAH*} = 
V^( *' — 2^x +-«'+ 4?* ) , e^ prendendo il rapporto del raggio 
alia circonferenza i : e ^ far!i bc la circonferenza della l)a(e 
ABy e ex quella della (ezione £F» 

Nel cono retto troncato paraHelaménte alfa bafe ta (Qt« 
perficie conveilà è eguale al prodotto del lato AE nella 
femifomma delle circonfereiuse deicritte dai raggi AOy EG 
delle oppofle bali » Dun que quella ^ fuper ficxe farà - 

±frv(A'— 2** +*'+/) , ed il !Ìuo dificreaziale 



2- 



Quefti, a motivo del maflimo pofto qgaale o; zero^ 

% • • • 

iaùi X equazione 'V«— hn -f —= ordàlia quale fi avr^ 

LXXXXVI. 

Problema . 15. Con^ un fìano ìi^liare- il c^na retto 
ACB (Fig. 24.) in gui/ay, che h nafcentt Je%$one MEm fia 
ii»i» farahola della piU gran fttpèrficie r 

Si chiami « 1* Afcifià v^i*, p il diametro .^ifff della 
baie, b il lato ^C del cono. 

Per la proprietà del circola ferii PM:s:iV(à}i'^»M)y e 
pel parallelifmo dell' afTe della parabola .P£ col lato A(^d' 

cono AB:BP:=t4C: P£=: — ~ ss ^-^^ , onde la 

)> 

quale 



I 

I 
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^uate doveodo tfkt maiTima flarV r e^azioae* diffiufenziale 



3- 

= o, doè rHucendo ed infiemtordrnandaper^p ftavrì Tci^ua- 

zione «• — —•— — =o,- « tifoLvendo x.z=zj^ ^ii- ^« 

4 4 

Il fegno pofirivo è inutile ^ poiché di x=:^y.il negori- 
vo dk ^=-j-4^^e dinota* che- la* parabola- dfella maffimji fu* 
perfide pafler^ per la quarta parte dell* afle- AB , facendo 
erigine al vertice Ay cioè prendendo AP =z^ -J- AB , e CE 

tXXXXVlT. 

PkOBLE'MAt itfi* Tr» gli' infiniti Chniy che fi poffono 
uìfcrivete in una data sfera y determinare quegli della maffi^ 
ma superficie canveffa ^ e della majfima folidità: 

Sia A MB (Fig. 25.) il (emicircolo genitore' delht sfe- 
ra, AMF il triangolo che' rivolgendbfi fnlornd ad AP de- 
ve generare- il cona propofto*' Si chiami 4Ì1 diametra AB^ 
X : r il raporto del raggia alla circonferenza del circolo^ 
ed u rafcifla AP. SarX V^{a9c — xx) il valore delfa ordFna* 
ta MP y V{ax) quello del lato AMy eV{ax — ;cx) Ik 
periferia defcritta dalla ftefla MP , offia il perimetro alla ba(e 

Ì^t\c<yckOycV\ax — **). xV^(^*~'^«^) = — i^ax^^nx) la 

Zi 

fiiperficie della fteffa bafò - 

Quindi V^— y (ax'^xx)=s^ V(^9e — asf) la 

il^rficie conveffadel conOyfi—^ax-^-^x). — 2=:-^ (^;c*^-^) la 

F 
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114 ^^^ Massimi ec 

Ma ciafcuoa di quefte due funzioni clebb* dTere tm 
maflimO) dunque differenziando , ed eguagliando a zero 



fi avA per la prima ^^(^>^>: :::;7j=^o>^P<rciA^=T^f 

e per la feconda -J- ^r^i;» — «x- ex* dx =: o^ onde « := -7 ^ • 

Dunque il cono ricercato avrà per altezza i -7 dell* affé 

della sfera « 

LXXXXVIIL 

Problema ijT In una data EHìp/oìde ìnfcrivere il ci" 
lindro della pth gran fuperficie cowvejfa • 

L*£llipfoide s'intenda generata dalla rotazione della 
femielliffi DAE { Fi g. z6. ) intorno il minor affé DE ^ e fia 
MmnN la fezione del propofto cilindro ^ Mm il Tuo lato, 
C il centro <ieir Elliffi ec. Si faccia AB =22^^ PC = jcf 
MP = ^ ) I : e il rapporto del ra^io alla periferia del circolo • 

Sark>fi= — •/ ( aa^^-Mx ) V equazione alF Elliffi , tx la perife- 
ria defcritta <la PC i=:mqy offia il perimetro alla bafe del 
cilindro^ ^y.tx = — V^ {aa — xx) la (iipefficie conveffa 
dello fteffo cilindro. Differenziando quella fuperficie^ ed 
•gualiando^ zero fi avrà — v{aa^^xx)xlx — -~ -= o^ 

.■■de«, = f «,.==^5, ed,= Ì-^f =^f . 

DQoqne PC fark media proporzionale tra AC , e -^ ACy 
e PM inedia tra CD e i- CD. 

IC 
Corollario . Se V Elliflì ^degenerafle io iia cireolo , 

irebbe azssb ^ onde jt c= j»=: f/ ~; cioè il diametro del 

«ilindro «guagHeréblie la fua altezza . 



CAPO NO isro- 

DfiixE Evolute, e de* Raggi Qscvuatou 

NELLE CU&VE» 

e 



A 



L vertice B dì una qualunque curva BC ( Fig. 27. ] 
fia applicata una tangente indefinita ADy la quale moven-* 
dofi foltanto intorno alla curva ia guifa di rimaner fempre 
tangente in qualche di lei punto Cy deferiva colla fuaeftre« 
mitk A r altra curva AMN. 

La curva BC y alla quale è applicata la tangente AD ^ 
chiamai Evoluta y Sviluppata y o Curva generantt • 

La curva AMN defcritta dal punto A la Generata y e 
qualunque parte MG della tangente comprefa tra la genera- 
ta^ ed il punto del contatto Cy Raggio Ofculatorey Raggio 
ài Curvatura y o della Sviluppata. 

CI. 

■ 

Le propmtSt di quello raggio ofinlatom fixw 

I * Che ^li è fèmpre ^uale alla coftaate porzione di 

fangeote jfB piit V arco BC ^iU fvilh^ipRa comprefo tm 
j^ origine jB ed il punto del contatto C . 

2»* Che è perpendicolare alla generata in dafcoo punto 
Jf y net <}uale ritto vafi la foa eftremitU ^; poiché 1» tan- 
gente al circolo efifenda perpendicolare al raggio tkaco dU 
|uoto del contatto ) « ciafcua archetto infiaitefimo^ Af.W 
deicrittc^ da CM nel paflàre dallo fiata CM ali* infinita* 
pente proflimo Cflit poicadofi riguardare come im» archetto 
4i cij«flio di lag^o CM e centro C> lo fteflb raggio MQ 

P 2 
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\i6 Delle Evolute , e dei Raggi 

farli perpendiccdare alla tangente MT nA punto M della 
generata , cioè all' archetto infintterimo MMH xlella ftefla 
generata • 

3*^ Che (erve a mifurare la curvatura in ciafcun punto 
della ge'^^rata ; poiché fé alle due eftremitìi M^ M^ di un 
archetto infiniceritno AfAT fi conduranno due perpendicolari 
MC , M'C^ iquefte s* incontreranno in aloin punto C della 
fvitluppata.) e fi potfk riguardare V archetto MM* come uè 
arco di circolo defccitto dal centro C , e però la curva ed 
il circolo avranno neir archetto MM! una comune curvatu- 
ra . Ma il raggio 'h quegli , che determina la curvatura dd 
Tuo circolo: duqque U raggio olculatpre determina la cur- 
vatura in dalcun punto della generata. Il circolo ^ di cui 
MC è raggio^ fi chiama Circdo Ofculfltpre^. 

Da queft* ultima proprietlli del raggio oFculatore fi infe- 
rifce y che , efièndo le curvature de' circoli nella ragione in- 
verfa dei loro raggi ,, poiché a.» circoli fono tanto meno in- 
curvati ,< quanto più grandi fono i raggi loro> je viceverfa, 
le curvature 3ella generata da due diverfi punti dd foo pe- 
rìmetro fiaranno nella ragione inverfa de' loro faggi ofcu* 
laeori. Cos\ la maggior curvatura 'è ali' orìgine A dove il 
raggio ofculatore é il più :p!cco1o^ e la ntinore dove il 
raggio ti^ùlatore é ir più grande: la generata è tanto più 
ìnGurvata^ quanto più li approìfima alT* origine Jf, e tanto 
mei\o .^ncnrvaea , quante f>lù fi di:&o(k da ^uefta origine^* 
*$e ilC^raggio osculatore diventa nn minimo , la curvahita 
diventa un «mafTimo, ed air oppoflo quella li fa minima,' 
^ando quello fi fa maflimo • Dove il primo iVaniice , 'la 
feconda diventa infinita^ e .dove queUo diventa tafifiito iva* 
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oìCct la curvatura ; cioè al raggio zero corrifponde V èva- 
oeiceoza di un arco, e diventando infinito il raggio ofcttla» 
tore ) Tarco delia curva degenera in una linea retta • 



CHI- 



Sia Mm un arco qualunque di cnrva (Fìg. 28. ), MC^ 
me due perpendicolari o raggi ofculatori alle eftremitk di 
queft* -arco , che s' incontrano in qualche punto C . 

L'^angolo JMCm formato da quefli due raggi inC fi chia* 
ma an^lo di curvatura del forco MN. In Med m fiano condor- 
te4lla^curva le due tangenti MPy mO^ che incontrandofi in 
qualcifi'é^ punto O dalla parte convefla della curva formeranno 
r angolo efteriore POm = alF angolo C ; poiché cflendo 
retti gli angoli in M ed m formati dalle tangenti co' raggi 
ofculatori, farìi ang. JMCw + MO?w = 1 80"*= MOw + POw, 
e levando V angolo comune MOn^ ^ ulto, ang« 3fCm r=: POm. 
Cioè r angolo di curvatura di un dato arco di curva è egua- 
le air angolo formato efteriormente dalle due tangenti con- 
dotte aU'eftremitk di queft'arco» Se Tarco M^ti faHt infinita- 
mente piccolo y fi potrk riguardare come un arco circolare di 
raggio MC e centro C , onde condotta la corda Mm per 
la proprietà del drcolo iar^ Ang. MCm^ oflia POm dop-, 
pio deir angolo OMm^ ed il triangolo ikTOm ifofcele (opra 
la bafe Mm. 

Sulla curva fi prenda nn altro arco Nn eguale al pri- 
llo Mm^ air eftrenntà di Nn fi menino 1 raggi ofculatori 
M) I 19O , e fiano diverfe le curvature nei due archi infini* 
tefimi Mmy Nn. I due raggi ì<iDy nD faranno diverfi dai 
due MC^ mc^ T angolo D iark diveifo dall' angolo C, ed i va* 
lori di quelli due angoli £> , C , per ciò che fi è detto faranno 
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ii8 Delle Etoluts k de' Raggi 

rcciprocamcate proporziooalì ai raggi MC^ M)* DanqoB 

k curvature io due diverfi punti di ma curva fitraano 

reciprocamente proporzionali ai raggi ofculacon >a <ywfti 
punti. 

CIV. 

Problema l^ Cercare una formoìa generale efprìmente 
il valore del raggia ofeutatare y carruggio ^ ec. per ciafcun fuiH 
to di una data curvai 

Se la curva è riferita ad un afle AR ( Fig. 2g. ) (lana 
MC y mC due raggi ofculatori ìnfiaitamente profllcni ,. 
MP y mp le corri4>onde]iti ordinate^ Mt una parallela 
airaiTe^ e dal punto ISl fiaoo coodotte le NE, ULy la 
prima perpeodicolare , e la feconda parallela al raggio mC « 

Dai triangoli fimili MNL y MCm fi ha 
Mm:MC::ML:MN 
offia Mm:MC::Mm — NEiMN 

onde NE ss . — ) 

e dagli altri due triangoli ik&m, NEn 
MniMrr.NniN^ =^ Il \ 

Mm ^ 

ed eguagtiaodo tra torà quefti due valori di NEy ed elimi- 
oando il raggio o£:ulatore fi troverà MCssz — - — '-—^ — . 

Mm '—Mr.Nn 

Ma Afi'=si»,wr=5^^,iMW(normaIe alla curva) =J~-, 
>JV( fottonormale > c=~,2V»==:i(^=3Ì(^i>+Pisr) 
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Dunque rimettendo tutti que(H valori fark MC ss 

fds* 
ixd^-^d^fdn +yd.dy+dKdy*^ydy l d.^ OppUW, foftitUefldo 

>> d)^ '~^) 

V ( </j»' 4-^'W' ) in luogo di dsy\s riduceado i termioi del- 
la frazione » fàrk MC = , . . ' *,* ,*. . 

dyddx—^axddy 

Dall' cftremit^ C del raggio ofculatore fi abbafli all' or- 
dinata MP prolungata la perpendicolare Cj^; la parte Mj9, 
dell' ordinata comprelà tra f origine M ed il punto d* inci- 
denza ^ dicefi Co-raggio OfculatorcM II valore di quefla ret- 
ta , quando fia dato il raggio MC ^ fi determina per mezzo 
dei triangoli fimili MCj^ MNP^ nei quali fi ha MNiMP-.; 



MN dyddx — ddxd^ly 

Ve' medefirai triangoli fi ha ancoraj^ =: .f^JLtiflL. 

^ ^^ d/ddK^dxddy ' 

Si chiami q la mifuca delF angolo di curvatura MCm, 
e fi faccia il raggio eguale ali* nnitk , làr^ MC : i : : 

Se le ordinate parallele fanno coli* aflè della cur- 
va un dato angolo, fi avranno le medefime formole di AfC, 
ATj^, e ^ , coir abbacare dalle «ftremitli de' due raggi 
ofculatori infinitamente profllmi due perpendicòlarì all' 
air afie , e colf afiìimer quelle in luogo delle corriibon- 
denti ordinate. 

Se la curva è riferita ad un foco P (Fig.30.), fiano TMy 
Pm due ordinare imfinitamente pi'oflìme, col centro P e 
ra^io FM fi deicriva V archetto circolare ilfr, da P fi ab- 
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120 Delle Evolute e dei Raggi* 

baflino le perpendicolari PT ^Pi n due raggi ofcuiator: MO , 
ptC^ e dal punto d'incontro N fi con luca Na parallela ad mC. 
I due triangoli Mmty PMT fono fimili^ poiché 
Aog.PMr==rMw===pa%PMr— -rAfr^TM^fi-- TMr ^ 
offiaPArr=rikrw^edAng,r=r=:90.'' Dun<jue far^ 

PM Mr 

Mm 
_ PM.mr 

"* Mm 

due triangoli MNn^ MCm danno MnU\IN\ : MmzMC^ 
M:— r^ — : M;»:iWC; dunque MC =3 -— 



Mmìtnri-.PMiPT = PN 



Si faccia PAf ==/, ed Misi* > farìl mttsidy^ Mm ^=s/Xd)i' +ày^ ), 

, ^rf/ ( <ljc» + ^>» ) ( y*/*/)- -f ^^» ) — ydy (dxdtl» + «f/^/ ) 

a — T — •""" : — ~- ^^^ ' ■ j- —-3 

V Jx» -t- J>* ( dx* + «!>» )T 

ed iWw— ' M = ^*' C^** +^.y' — y^^ ) -^ydydxddx) 
Softitoeado quindi quedi valori (àr^ 

^^ = ^-di^r^S^^ y^ydydd» •><^abbafrandodaC 

perpendicolarmente ad MPla Cj^per la fimiglianza de' trian- 
goli rettangoli MNPy M^ fi avrll MP.MN: :MC:M^ 

s= — ^jr — ; cioè furrogati i valori di MC , MN ed MP &iìt 



^ 



ydy ( dk^ -^ dy^ ) 



dx* '\'dxdy ^ ydyddx ^^^ ydxddy 
ds . dxds^ "^^ydxddy '^ ydyddx 



V ' 



MC /«fa» 



■•^— ■■■iWW^Wi^ 
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CV. 
Quefte fbrmole divengoBo più {empiici, qualora fi fiip- 
poDga coftaDte aicuoa delle tre differenze 4m , dy, ds. Or- 
dinariamente faffi coftante h dx, doè ddits=z.ay e quindi 

jj_^ iif+^fy» — ^. I P«r le curve riferite 

^ — ^jy "ddp' ^ ad unaflè, 

d»' -\-dxdy* -—ydxddy dxds* — jfduddy 1 perlerurv* 

Oppure , chiamantfo » la normale alla curva , la cui 

e^refltone generale ^ '^ > e £>Ilituendo > fi ha per le prime 
tre formole / 

/*dd/ * '<- yddx *^^ y*ddy 

Per le ultime 
JMChs 1±1_.M^ -: l.-!±l_. oc— "' -'^ 



f^ dx* —y ddjf* "^ »»<it» — ji>dd/*'<^ f^dx'—ydxddy* 

evi. 

Ad applicare ciafcuna di quefte formole al calò di una 
data curva ,. fi di&renzj due volte la di lei equazione , affine 
di avere i valori di dx^eddx dati per^r^e^fi^, oppure quelli di 
djfy e ddy dati per m, e </«> e quelli valori fi fofiituiicaoo in 
ciaicuna di quelle formole generali . Ciò fatto fi avranno 
i valori delle rette MC, M^j ^ .... ec in termini finiti» 



I2S OsdULATO&I MEIXE CUKTE. 

La curva rivolgere la fua coQcavick o convefllc^ alla 
linea «Ielle aBflè, feooocloeliè il valore dei saggio olculatore, 
o Ad £0-raggio iòrtif^ «lai calcolo o pofiùvo , o negativo ; 
poichi in qualunque .coiva il issato « co<4:aggio ofcalacore 
ibno pofti dalla parte ^concava , <e nelle efpofte forinole ge- 
nerali , per icui il è fiippofta una curva concava all'afle, i 
valori dì quelle due lette iì ibno iifliuiti per pofitivi* 

CVJDL 

Con UD poco d'artificio fi pdflbno evitare le differenze 
feconde ixAìc foriadle del raggio oicalatare') co^raggio • • . ec 

Sia jfM (Fig.3i.)i!na carva riferita ^d un' afle j€Pj 
MC.^ me due raggi ofcnlatott infioitaraenre proflimi^ MP ^ 
mp le *corriffX)ndenti i>tdiaate« Salii prinu :di quelle MP 
fi prenda la parte MN ^eguale ^à .una xoftante arbitraria ^ 
dal punto M ix ibbalTi perpendicolarmente ad MC la NT ^ 
e dal punto Q, in cai JVT incontra V ordinata mp^fi jcoq* 
duca OV perpendicolare air altro raggio ofculatore mC , ^e 
finalmente fi tiri MS patallela ad jìP.. 

Per la coflmztone iaianno .fimiU ì due triangoli MSm 
MTMy poiché gli angoli S^ T fono retti, ed eifendo pa- 
re retti i due niÀlC , SMP^ levata ^a «cialcun d' elfi T an^ 
golo comune SMT^ faranno eguali tra loro i ^ue angoli 
mMS^ TMN. 

In oltre-^ fupponcndo retto rangolo- in m fermato dal 
faggi<^ ofcdatore MC coir archetto infinitefimo Mm , là» 
ranno ancora limili per ordine i tre triangoli rettangoli 
©r/ j ICV^ MCm. 

Sì faccia adun^e APtsztc^ PMìssj^ MN^szi^ MT 
xan^y £àÀ MS^s^(h^yh5:=:z4y^i'=s^àzr. Dal <lae triaago- 
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goli MSm , MNT fi. avrk iliw .JVTq^ wS* • AtW,. e dai due 
OTIy MCm^ H^ .OTs=s.MC .TI. Oaàe y, prendendo NTy 
,0T f or eguali , giacché i punti .O ,, iV ..fona io&aitamente 
proilìnu^ ed eguagliando fàrk. mS.MNasiMCTIy e quia- 

ri • — /ij • 
Ma i due primi triangoli MSw ,. MNT danno? anco- 

j-a -^^^^ jifo » ^^®^ ^"^^ ^ - ^i^'^'l^s fé- col mez?o 

deir equazione alla curva fi; determinerà, quefto valore dì « , 
differenzianda fi^ avrk quella . pure di dz y il quale pollo a 
denominatore della formola precediente invece della, ftefla 
4»y, darSt il valore di ÀfC in, termini finiti- 

Alla fteffa maniera fi potrU j-ftrovare fa formola pel 
,p<>.n|ggio >.€ €f^\» pel i^Jesip" Pfewlwrft^;?^^ ..fio^f aggip. nelle 
curve ritrite ad un foco .. 

CVIIlv 

Data r ^uazione alfa generata col valore del raggia 
of^ulatore per qualufi^fr 41 ki punfajè ^o& facile il de« 
terminare V Equazione alla ryiriu)pata ^ Dat punta C dell' 
Evoluta (Fig. 25>») fi abbdlino-' le due perpendicolari CR ,CS , 
la -pciina «ir a(lev^ della generata^ la iepopd» .all' ,a0è 
BS^ della fleflà evoluta , e fi! prolunghi queft' ultima fino 
^à locootratfe jÌh j^ l'orinata MFy froloDgatà iè .abbifo> 
ena» Dat triangoli fimili Mnuy Ml^ fi avr^ 

i*Mw:Jlfi';r^CrJKJ^.=^---^;;^.=sa-;:;;^ facendo 
coftante per brevità di calcolo la d»; onde BS^sP,^^M^ 
— AfP c=j ^^^ — y, valoredeir afciflaBiT all'evoluta . 
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_ MC.mr 
Mm 



2.' Mm : mr :: MC i'Cjg^, oflìa PR 



''•'^'^*^~, e quindi CS=Bll=^P + P/^— ^5=x + 



«la^Mwi^ 



Ay{dx^+Hy^ ) 



a^ valore delf ordinjtta CS'alIa medefima 



'"^dxddy 

evoluta* 

QuefU due valori combinati colla equazione della ge« 
cerata uiM daranno quella della fviluppata BC» 

CIX. 

Problema 3U* Determinare il Raggio 4el circolo o/cu- 
lepore in ciafcuna delle quattro fezioni Coniche » 

Dall* equazione a quefte <:urve >* =^* i ~ , facendo 



coftante rf«, fi \i^ydy =: — ^ ^^ 






p^*» 



yirf/ss;? 



tf 



y^/ 



e , foftituendo i valori di y e <//*., 



, cdMC 



«» 



? ; dunque i7 ^^^^ ùfctdarore in ciétf^ 



4 ^* 



cuna fezione conica ordinaria è eguale al cubo della normale 
divi/o pel quadrato della meta del parametré^ 



'> 
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ex. 



Corollario i.^ Air origiaè della curva ^ in cuÌMt=o, 

fi ha «I c=s ^ p jCd MC = -^ p ; cioè H raggio delf evo* 
luta in quefio punto è eguale alla metà del parametro , 

CXL 

Corollario 2.^ Nel circolo il ra^io di cunra* 
tura è lo fteflb raggio , e T evoluta è il fuo ; mede. 
fimo centro; poiché eflèndo pz^ a j £u:ìl z=zn^ a^ ci , 
MCe^i^a. 

CXII. 

Problema 3.^ Determinare h /viluppata nella paratola 
ordinaria . 

In quefta curva fi ha iyss. -^p=.^ e f^dy =3 — ^— ^ ; 

dunque, Toftituendo quefti valori nelle .geseraii e^ref&oni 
delle coordinate BS , SC all' evoltila , fi avr^ BS csa 

,^ — 4=:3»-f* — — i«, ovvero, fiocome4 

è il raggio ofculatore aireftremitk della parabola, il quale 
è eguale alla metk del parametro, ùak SC ess 34». 
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Dunque ^ fé fi chìainerlL..s T aiciflk BSy ed v V ordi- 
nata se y ùlA MSz-^VyC * = — V*(y^). Quindi »' 

cs ^ /v' y «d «* «Bs -ji)a^ > equazione alla iècooda. parabola 
cubica • Dunque la fwlu^ata alla parabola ordinaria i una 

feconda parabola cubica^ che ha per parametro /i— del par a-^ 

metro della prepofia^ 

Per deicrivere quefta curva ^ (òpra Tafifè j^^/( fi pren- 
da: AB^si^py e fili pro^tLngameBto BR fi alzino infinite 
perpendicolari RC y ciafcuna delle quali fi faccia di tale lon ** 
ghezza^ che il fiio quadrata fia eguale al cubo della corrlf- 

pondente afcifla BR y divifo per -^p 

Il punto B (CX) (àrk T origine deirevoluta^ a fecon* 
da parabola cubica, e tutti i punti C ftaranno nel fiio pe- 
rimetro^ pordiè per la coftutzione fai^ m cia(cua punto 

Se le ordinate ^5*^ fi prenderanno dalLt parte oppofla 
alla BS (Fig» l^^)y ^^ ^vrìt da q^uefta parte un ^Itra fecon- 
da paral>ola cfibica BC^ liinile alla prima BC y ma inverfa- 
mente polla y quale fkrk la fvitu{^ta ali" altro ramo AMU 
della parabola . Dunque la fviluppata alla parabola avr^ in 
By ove corrifponde il minima raggio oiQutatore^ ub punita 
4à Mgreflb » 



Osculatori belle Gimvst i%7 

CXIII. 

Problema 4/ Cercare il valore del Raggio ofculatore ^ 
t del Co-raggio nelt tperhola equilatera riferita agli tintoti ^ 
data la fua equazione icy "^sz aa^ 

» 

Sìa ^( Fig. 33.) ^^ vertice iella curva , AM^ Jtrn \ fuoì 
rami , S il fuo centro , ed S'P ^ Sp gli Alfintoti . DUTèrefi* 
ziaodo due volte T equazione^ col fupporre ddx^sszo^ fi ha 

dy. c= —^ e ddy sa — ^ * Queftì valori , foftituiti 

Delle forinole iel raggio 'olculatore, « co-raggio , tdanuo 

MC =s — 7^ ^ .^ «d Af^rs: — i~X/^ ^ valori negai» 

tivi , che il devono prendere AiUa parte concava delF Iper- 
hola, mentre la data equazione appartiene alla pane con* 
vefla , ed 11 fegno negativo indica una contraria pofizione 
di quefte rette* 

CXIV. 

Corollario i.^ Per determinare con ima femplice 
coftruzione la porzione del raggio ofculatore , e del co* 
raggio per un dato punto M dell' Iperhola ^ fi chiami a la 
fua afcifTa SP^ y la fua ordinata MP; fi conduca da S la 
la retta SM^ e quefla fi prolunghi verfo £ , facendo ME 
ziszi-^SM; in E fi alzi alla SE la perpendicolare EJ^ che 
ioconcri in J^T ordinata PM prolungata ^ da J^fi meni 
j^ parallela airanTinioto SP, ed in M. fi alzi la norma- 
le MC alla curva y che incontri in C là retta .^C . Sark ^ 
MC il raggio del circolo t>IculatoTe pel punto M> ikfj^ H^ 
co^raggìoy e C il ponto dei cctniano* dei raggi» caU' evg-. 



■ikT ^. 
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Juta; poiché dai triangoli fimili SPM, EM^fi ha PM: 

MS ::EM: JWj^, cioè ^; V (**+>'*) :-" T V^(*' + y") - ^^ 

= — ~ ) oflSa ■ _^^ ■ , efleado AT^ dalla parte de' ne- 

gativi : dunque A/j^è il Co-raggio corri fpoadea te al puqto 
M. lì rimaoeitte della coftruzioue è per (e chiaro abba- 
ftanza % 

cxv. 

Corollario 2.^ Si differenzi •^^^— • il differenziale 

fi eguaglj a zero, e dalla formata equazione fi cavi il va- 
iare di x; fi troverà <» = ^ ^ MC =ss — V"(2iy*)^ ed M^ 
t=5-*-i?. Cioè il minimo raggio o/culatore corrifponderìt 
al vertice deir Iperbola , fark eguale al (emiaffa principale 
SAyt dovraffi prendere (opra queft'^aflè dal vertice S in'D ; 
poiché fé dal vertice A fi ' condurrà la AB perpendicolare 
all'affintoto, fark 5/3=s;tf=4, AB^=yzs£ay e -^ -45*, 
offia ^D = — V'Ca/i*). 

CXVI. 

l^KOVLpik 5*** Cercare il Raggio ofculatore netta c$mu^ • 
n^ tògaritmlca • 

. Sia MAT quefta cnrva ( Fig. 34. ) ; A^ il fuD affé , -rf * 
r origine, delle afcjfle , Tafciffa AP:=^Xy T ordinata corrif- 
pondeme FM =: j^ ; la fottangente a quefta curva effendo 

collante (LVL) fi faccia = a . Sarà -^ =zjf • iy =s — . 

4J^^»sa3 i:2L^^erffl{rs= ~==3^^ • Quindi foftitueddo i . | 

Valori 'di'V/, c^^ nella fornwla del raggio ofculatore 



• V 



Osotlatoili oelce Curve. 12^ 

y farli MC 






Nella logacitinica 'avvi un punto al quale corrifponde 
un raggio o(culaiore minimo; per ritrovarlo il eguagli a 

Zero it differenaiale. di — - — ^ ed operando- al fa- 

Iko moda e riducendo fi; avrk. ^'ss^^ V^edj' = aV^* M» 
w quefta curva rafciiSa n. è eguale al logaritmo iperbolico 
dell' ordinata y moltiplicata pel modulo y o fottaageote » , 

cioè *=Ì4rL/. Dunque (àrV* =» <? log.iiy-f-;e perciò fv» 
to .4P =5: ^ lo^, j0! V-i-^ je^ condotta, l' wdinat» PM, la 
Jlf corri ^oderW il .tninimo i^ggio< osculatore, e la fvilup'. 
pata farà CMfpd& k C^cioè .avrà quivi un punto di regreflb . 

CXViT. 

* 
_ I 

FRO&LEMà 6!^ Cercare il. Raggio ofctJlatotty iì Co^ag:^ 
gioy età fviluppata nella fftrale logaritmica . 

lÀ princii»re proprìetk della (pirale logaritmica fi è ;, 
fhe condotta ad on qualunque punto M del fiio perimnro 
( Fig.35,).la. tangente AfT, e dal foco A V ordinata A!d , 
^angolo ^MT debba cflere collante. Peròy fuppofta; la Am 
tafi^oitamente. profliniai alla AMy e defcrÌKo col raggio A\S 
r centro ^ Tarco dì dwolo M/t, e^ndo la fottangente 
AT norm;»le aU^oidinatji\ifAf,Ìàrk coftaote la ngione 
4ì qveil'e due fctrc> e qMclla dalle difièrenze loro mRy MR.; 

•ode, iàceiido' -«m sr^y ,. ed JORssrdìi^ farà ~ ».» l'equa. 

aiònè a qìieflia ^oivn^ Differenziando quefta éonziooeavra^ 
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fi ddy s= o , fi foftitueodQ quefto valore nelle forinole del 
raggio ofculatore , e del co-raggiò per le curve riferite ad 

"un foco fi troverai MC ss . sa ~V'C«»4-i) 



I 



';.' + 



ed M^jss --— sa jr = ^Af , cioè il co-ra^io eguale 

air ordinata* 

Per avere la fviluppata. la A^ alzi la perpendicola- 
re AC alla AM^ quale fi prolunghi fino ad incontrare la 
tangente in T , ed in Af fi conduca la flormale MC alla 
curva . Dalla fimiglianza de* triangoU rettangoli AMO j 



MR 



MR 



srs -r-YC «*+ I )« I^nqaeilifClàtà il raggio p^ulatore, ed 

.^11 Co-raggio della curva ) e per eflère . ancora collante V an- 
golo AMTy ed AMT s=s ACM^ V evoluta AC farà uni 
curva di tale proprietà , che 1* angolo formato da ima qua- 
iunque fila tangente MC^ e dalla corrifpondente ordinata ^^ 
iàrk collante: cioè eflà iarà una fpirale logaritmica eguale 
alla data. Pertanto fé prenderafllaitt raggio AD s=t AC^ e 
fi concepii-V, che là logarìtmica ABB s'aprì intorno d 
4>Unto ^y .finché AD cada fopra ^C, e la curva odia pò» 
fizione AHC , la logaritmica in quella pofizione fiu-à evo: 
lut9 a fé lleilà nella prima pofizione AED . . ■ ■ " 



Osculatori OELLF Cu&vsJ 131 

CXVIIL 



i * 



Problema 7.* Cercare il 'a»hrt del KagAo OììtnUtire 
nella Cichidc ordinaria y e F equazione alla f uà Evoluìa. 

Si chiami v Tafcifla jfP (Fig» 3^*) del circolo gene«^ 
ratore della cicloide^ V{an--^xny la corrifpondente ordina* 
ta NPj u r arco circolare AN=s AfAT, y la MP=zMn 
-i- NF=z u^V{ax+xx)ye fi conduca la mp infinitamen^ 
te proflima ailà MPy ed Nq parallela al diametro AB. 

SaA JST^ = i», »j=:rfCM>)=^^~^^, m.=s du 



V(Nf+ns')c=zp^(dH^+(-j^ 



adx-'-^ixd» 



yr 



ax'-^xx 




*'' ; onde ÌK?==i/ir + rf V (.4»—**) — "^ "•'•''' 



^<^y =5 -"--: ' — T e fioalmeme, foftituendo ^uefti valori 

nella fórmok geDeràle del ràggio biculatore , fi avrSi 
MCsssyrl d:f-\ X ) s=5 2V^(4»— ^*). 






4»V 



**—■«» 



Ma per 14 proprÌ9tV del circolo BN s=r V {tf --^ anY» 
I>ttnque MC ss iHAT, cioè nella Cicloide ordinaria il rag* 
gio òfcttlatore è il doppio della corda corrifpondeate BN 
ètì circolo generatore • 

Qoiadì^ fé prendeiaflt « saso, farli MC =sia^ 

iè « a=3 J-4,fark MC = ^ , 



iè «=3Ìf4,farliMC = 
iè «sa i«, farli MC sso, 

R 2 



T^, 



t 



tiz Delle Evolute e dei Raggi èc 

Cioè nella Cicloide U cag^ip del circolo oiculatore 
air origine dell' afle è il doppio dello fteflb afle; ai ,-7 
dell' afle h eguale aU' afle; ai ^h eguale alla metk dell' 
afle «ed è auUo all' eflremit^ della bafe. oiUa inR«. 
Dunque .1' evoluta avrìi la Tua- orìgine nel punto Ka. 

Per foddisfare alla feconda .parte de.l problema, (ì alzi ia 
^ perpendìco]arxnem;e ,a BK U/tS's^^^yfi deferiva ilfe- 
micircoJp KVS^ fi prenda l'arco RTr^JVB , da A/ fi con- 
duca 4C par^iUela alU Bìfy da rja re parajUeU alla RB^ 
e menifi la corda BJ^^^ 

Per quefta corruzione (àrk Are AHv=tMNv^B&y ed 
Are BiSTss i^^== ^ ; Ma Are KV-=^ Are BN; duaque 
Are. /il^<^^; cioè il punto C ftar^ nella Cicloide inferio-' 
re i^CX defcritu dal circolo RFS^ ed ilfC farU tangente 
-alla iQedefima ia C , {loìehè parallela alla RV; ed inoltre ,' 
eflendo ^=iRVzs^ffBz=M^y la tangente J^ Cark dop. 
pia dia corda BN, cioè (ài^ il la^io ofcnUtore della Ci-' 
cloide. 4A^R* Ptinque y evoluta, 4ella Cicloide 4MR è. 

la Cicloide RCX ^. efla eguale ^ ed invi^rfameote defcritta. 

■.■.•'' j. 

Corollàrio. L'arco della, fenuticloide ordinarla AR 
p\eguale al doj^io (tiametrodel circologeàiinre) e ^i ante- 
ra cicloide è ^ttro voite io ;ftel$>;.ìdiianietro';' poiché il 
raggio o(culaipre Jiell' fingine R. è zero , e^quello al veixi-< 
ce ^ è eguale a 2-^B=;.<£X^=RXc=:/Lf, 
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* 

De punti di Flesso contrario, e di Regìiesso 
E DE* PUNTI Serpentini nelle Curve. 



I • 



JKTUntù /ingoiare di una curva fi chiama quello y il quale; 
ila qualche proprietk non comune agli akri punti dell' iftef-^ 
fa curva. I pmri MÈdt^ìy quelli d' Infieiione^ di Rdgrejpo ^ 
ed i Serpentini foQo ratti piloti fingolari . De' punti mul- 
tipli fé n'è palato abbafbnza nel capo fettimo. Il punto 
d' IhfieJlicne j oflia di Flejfo contrario è quello , in cui una 
curva da concava , che efia era rifpetU) ad una retta data 
di pofìzione , diventa convefla , ò da convefla diventa con- 
cava. (Fig.37^e 36. )• Il punto di RegrefTp ^ quello ^ in 
cui la curva continuando ad efTer o concava ^ o convella 
fi ritorce all' indietro riatto a quella il^fla retta. (Fig.^^^ 040)* 

CXXI. 



Ogni punto di fleflo^ o di r^reflb M (Fig.4i.) por« 
ta feco due elementi della curva > cioà due archetti infini- 
tefìmi, i quali o giacciono in .una ftefja linea retta, o fi 
fi compenetrano collo ilefTQ punto M ; quindi è che la cur- 
vatura in Mèo nulla 9 p infinita, e che perciò nella ricer- 
ca di un fleflb, o di un regreflb dovrìi eguagliarli all' in- 
finito y Oppure al zero il valore del raggio ofcuUtore; ov« 
vero, ficcome ciafcuna delle formole eiprimenti lo fleff^ 
valore è una frazione , bafler^ eguagliare a zero il oume* 
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ratore ^ od il denominatore di quefla formoia (*) • Cosli chia- 
mando R il raggio oiculatore, per k curve riferite ad un 

afle , in cui JR =: ' y fi fark — (/x' =s o , ovvero ivii/ 

ss o ; e per quelle riferite ad un foco y nelle quali R =7 

CXXIL 

A determinare fé il punto trovato M fia veranKnte un 
punto d^infleflione, oppure di regreflo^ e quak dei due^ giacché 
il metodo non folo non difttngoe un punto dalF altro , ma 
può.' eziandio fbmminiftrare quatch^akito ^9to fingoJare del- 
la curva y fi cerchino i raggi ofcularori pe' due archetti infi- 
nitefimi e confecutivi y che ftanno V uno y di quli^ e V altro 
di Xk dal punto M^ e gli angoli di curvatura per queftt 
fteffi archetti . Se i due raggi ofculatori , trwrati avranno 
fegoi fimili, non fi avrl^ in Af né un.fsn^ic^ fleflb con- 
trario, né un regreffo, Àia bens\ fi avr^un fleflo invifibi- 
le, di cui parlerafli fulla^e di qwftó capo^ e k 1 due 
raggi ofculatori avranno (egnt difinnili^ fi' avrk in M un. 
fleilb contrario, ovvero un regrefib, iecondoché i due angoli 
di curvatura avranno o fegni diflimili, o (ègni fimili. La 
ragione di ciò fi é , che T angolo di curvatura non può cam- 
biare il fuo fegno di •f' in —, o di —in +, (e non do- 
ve la curva di concava all' a& od al foco fi fa convefla y 
o di convefla fi fa concava # 

O Sia P il numeratore, e i2^ il denominatole éeik frazione, che eTprimt 

P P 

il valore del raggio ofculatore • Sarà R = -^t ora fé -^ s oo conviene, che Q^ 

P 
fia ittfinitafiiente piccolo rtfpetio a J^, onde fi farà (^soie^fel^-^o, Pdeve edere 

infinitamente piccolo rìfpetto a i2.) ^ perciò fi farà P^to. Dunque nel cafo 
di un fleflb contrario, o di ip i^eOb dovrà iaifi J^x:ò, ovvero jP85o«. 
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CXXIII. 



« • t 



Problema i.^ Data t eguazìonc di una curva rìferha 
ad un affé ttùvare i fuoì punti di fieffo contrario e di re^ 
greffo. 

Sia la curva deir^quazion©/ c== 4V+: j^* • DifFcrcnzia»Ì3 

x^' xdx^ 

mmendo nel numeratore il valore di y^dtfy^s» — p»- > e 
Ibftitnendo quello Valore nella forinola dil :tag^o o^lato^ 

re fi trovzResz T^^^'^''?' . 

la^xy 

Il numeratore eguagliato al zero ^ T equazione —« 
( / +V)** c= o, dalla quale fi ricava ip=;i:' 




quantità immaginaria che non fa coao(cer niente. 

Il denominatore paragonato anch' efib al zero A 
2 4' jp|f = o , donde «^sso, ed^=:o. Il valore «=;ogo- 

fio nella- data equazione dk ^ss^, ed.il valore/ ss o fo^ 

ilituito nella medefima àH n ss*— a • 

Efàminando quefii due valori di ^ ^ e principiando dal primo 

x=:o. fi faccia «=so db à99^ oflia n =± ì/j». ùj\R^=s^ ^ — ; 

cioè) pofto n ::sdHyR avrk un valore pofitivo^ e pofto usa 
— ìj», -R avrà un valore pofitivo. - 

Dunque nel punto' della curva ^ ove corri^nde V a« 

fcifla K=o, v'è un fiàBTo contrario» oppure un reg^ffiflo* 
Per conofcere quale dei due egli fia^ fi efamini il valore 

deir angolo di curvatura, che in quella curva , fatte le folite 

^^ ^^^^_ A^fl V#(M 

fofìituidom, trovali eflère 9 ss-^-^r-' — . 



{ 



1^4 De' funti di Flisso caiirai^ftio s di Regresso y 

Se ia quefto valore invece di j« fi pone àx^ fi zvA 
jfss — — r^T^^ valore negativo, e le al cootrano »• 

vece di « fi pone — -rf« fi avrk gaa ^ - , ■ valore pofiti» 

VQ. Dunque ali* a(ciflà m=3o, cioè all' orìgine delle afciflfe > 
córrìlponde un punto di fleCo conciario', e aoa un piihco di 
regreàb. 

3 
Quantoalvaloreirss— 4±ittfiavrìi/^ V (i J-^*»)» 

• « 

QjMndi \R s=r db — ' y Cf^sa ± — -7- 

Dunque air aiciflk — a corri^nde un attr» punto di fleflb 



Abbiafi r equazione » sss — -r — -v Sixid/sss - — r—rr ♦ 

«'V =. -T— TT-rrrT >e<J^ 






Il numeratore egoa^iato a 2Lera non vale percbè d^ 
una quantick immaginaria. Il Denominatore dk 

.^"T^ - ^=, 0) e perciò « = ^ ^^ , e (bflituendo quello va- 
lore nella data equazione ikriiy ss-^ay valori corri^n- 
dentt ad un ponto d'infleflìoiie ; poidkè y eflèndo ; c=; — . 

. VW>'f4^** , fé invece fi ponevi ^*, fi af- 
fanno due valori di j^coo (ègni atStnìii , 

• • • • • * 

Nella curva deli^ equazione / =3 4 -f* C^"^"^) * fi lia 1^ 
= i(*» — a)"^ tht^d4ysK'^^{it'^a) .*/*»•, ed R 
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7-^ il cui denominatore fatto eguale 



a zero dk T equazione — (m-^a) ' sso,quindiir=Sir^ 

wàyszMy raion cornipoodenti al ponto di flefTo. 

Sia la curva déiV equazione / =5 <» — (11— 4)~. 

Sarìl djf =a — a.(» — *) -^ dir, i^^ sa 

, . -c.+f('-»-y 

e q '^^ ^ ^ II Bomeratore di R pofto 

eguale al Zero dli una quantità irnmaginaria ; ma il de- 
nominatore dà Ms=5 ^ , ed jr =s;a. Pic^o «f ss^ ± ^« i due 
valori di R iianno legni diflimili , e quelli di q fono 
•mendue negativi : dunque ri punto ritrovato è un regreilb » 

GXXIV. 

PROBLEMA 2.^ Determinare ilfleffo contraria nelt ar^ 
iinaria Concoide » 

Sia RS una retta indefinita ( Fig. 42. )} e F un punta 
prefo fuori di efla ; da quefto punto fiano condotte alla RS 
infinite rene^ e.fbpra di quefte fiano pre(e datruna, edalF 
altra parte della RS U parti £Af , E'M'y Ef M" ^ to^ 
EmyE^fny E^m^ y ^c tra loro egual'i. La curva che paf^ 
fa per tutti i punti Jlf^ilf', ^^ % ^c. prefi fuperiormente 
alla AS ^ fi chiama Comode ft^eriorey e la curva ^ cke pafla 
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per tutti i punti m , m\ m" ce. prefi ah di fatto della Uefla RS^ 
ùÀdsx\^\ Conmdc inf^ivre. La retta RS ^ che è ancora af- 
finteto a quefte due curve , dicefì Direttrice y la retta PC A 
calata àa P perpendicolarmente alla iiS' jìjfe , ed il punto P 
Poh delle due curve. 

Per la meccanica defcriziooe di xjueljla curva £ può aih 
che immaginare , che lungo V indefìaita* RS (corra un cir« 
colo di raggio <lecerminato in guifà che, rimanendo Tempre 
il centro C ttella rena RS ^ un qualche fuo diametro Aa fi 
dirìgga continuamente al polo P. Egli è evidente, che le 
due edremitk A^ a ài quello diametro deferì veraQBO fui 
piano della carta le due concoidi MM'M\mmry!\ 

Ciò pollo , fia Cj^= * , J^M=j^, CA^=i^iy PC= b ; 

ùir)iML=^yr(EM' — "£1"*)= v/-(tf*— <). Ma, i due 
( triangoli fimili P^M, ELMdanjwr SJ^: ML-P^^y 

oflìa x:V^(ii* — ;c*)::* + x^.;^ . Dunque farli^ c= 

( -f-*) (< ^) ^ Qaefta è i' equazione iella curva riferita 

I air alfe .4P , quale differenziata 4à ^ = ' ^^^r^^^^^ » 

^ddyzzs^ 2 i — . Il denominatore di R, 

che è dxddy = — fatto egoale a zero , 

*•(*» — «»)» • • 

&L V equazione di terzo ^cado V + jA«'— n^Jk = o>. ì^ 

II ctii nna delie radici iàrk il valore cetcato di C^. 

f Se if =s ^ , r «quasione precedente tras^r^ierafli in 

»» + j«»*— i<»' =: , e dividendo per jj + <» fi avrb «* + i''* 
— abisso, ond« *, oflìa Cjg^os — ^.+ v^(3«*)=' 
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Diverfàmeote voteodo coofìderare quella curva come 
riferita ai polo P, fi immagini 1" altra ordinata FV infini- 
tarhente proflima alla PM^ e fia defcritto col raggio- PM 
Tarclietto di circolo MH^ e col raggio^ PR l'archetto ET. 
Si faccia PM =z y^ AC :=s ay PC =zòyPE =sz^ MN 
= dxy GTsss^ dz^ Sarà V equazione alla concoide fuperio> 
re>=s«-^tf^il cui difièrenziale è <()' =» d%^ Dai due fat- 
tori MPNy. EPT fi ha MPiEP :: MN 1 ET, offia j' 1 «:: 

dxiET s=z^^ e dai due triangoli fimili PCEyEGT^ 

•^ j ; ma i» = 4r •- Dunq^uc ajK= ^ )^ 

e differeozianda ancora qued*^ equazione iarìt ^4k =^ 

A >^^/ X H"^ !^ orna ^ metteDda 7 m- 

^, ^j. , ,, (2r«» — **rs— «*+.A»z»)^«» in- 
vece di (i« , day = ■-; — ■ ^ e folli tuen* 

do il valore v =x+ 4 farà ddy = ;^r T^ — — — * 

Ora prendendo la fol'mola del raggio ofculatore per le 
curve riferite al foco y eguagliando a zero il fuo denomi^ 
natore rfx* + dscdy'' ^^ydxdJy^ e foftituendo in efla i valori 

ài yydyy ddy fi avrà ir(^:^ = o , e quin* 

dì r equazione di terzo grado ab^-^^b^x — ix-'s o^ in cui 
una delle radici accrefciuta della coftante a dark il valore 
deir ordinata PM. 

Se 4 ==s * , r equazione diventa a* + 34* a — 2«*= o» 

oflla a* — ^-^— 4- aa o, in coi fi hanno le tre radici 

Sa 



( 
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prime due negative non fervono , la terza accrefciuta 
della collante ^ dìt il valore di j^ ^ odia di PM corrif- 
j)ondente , al fleflb contrario in M. 

In fimil guifa fi potrlt ancora ritrovare il fleflq, con- 
trario nella Concoide inferiore mm^m^* 

« 

cxxv. 

Altri punti di regreflb fi confiderano nelle curve. Sia 
AP r afie di una curva , BM^ Bm due rami della mede- 
fima^ i quali s* incontrano, e terminano in quakhe punto 
jB, formandovi un punto di regreflb. Se quelli due rami fi 
volgono fcambievolmente le loro coaveflìtk come nelle 
Figure 43 e 44 «il regreffo dicefi di prima fpecie, e di (è- 
tonda fpecie fi chiama, quando P uno de* rami rivolge il fuo 
concavo verfo la conveflìtli dell' altro ramo come nelle 
Figure 45 t /^6 . 

CXXVL 

La fola ifpezione delle curve fuggerifce come fi debba 
procedere nella ricerca di tai punti di regreflb. Dal punto 
di regreflb B fi cali all' afcifla AP la normale AB^ e fi 
afluma il punto A per origine delle afcifle. £^ chiaro 
i.^ Che a dafcun afcifla AP prefa da A andando verfo P 
corrilpondono almeno dentro un certo limite , due ordinate 
PMy Pm. 2.* Che^ prendendo delle afcifle dalla parte op- 
|)òfta , cioè da B andando verfo p , le ordinate cor- 
lilpondenti fono tutte immaginarie , poiché i due rami 
della curva non oltrepaffano il punto di regreflb B. 3.* Che 
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E DE PUNITI Serpentini nelle Curve. 14J 
air origine A delle afciffe corrifpodono due ordinate eguali ^ 
le quali fi confondono io una fola* 4.* Che il raggio ofcu- 
latore in B^ perciò che fi è detto di fbpra (CXXII) , deve 
cflere q infinito^ e zero. 5«^Che prendendo AP infinitamente 
piccola i due ra^ ofculatori a queft* afciffa corrifpondenti 
devono avere fegni diflimili , quando il punto di regreffo è 
di prima fpecie , e fegni fimili quando quefti fia di feconda 
fpecie; poiché i due archetti infìnitefirhi ^ infinitamente 
profiimi al punto di regrefib nel i^"* cafo volgono i loro 
concavi da parti oppofte ^ « nel fecondo cafo li volgono da 
una fieffa parte. 6^ Che i medefimi due raggi olculatori 
devono indicare la poGzione dell' afie rifpetto al concavo , 
od ai conveifo di cìafcun ramo della curva. 

Per eiempio nella curva deir equazione /* = x^ fi 

hanno due valori di / ^ cioè y =3 d: a^ ^ , i quali dinotano due 
rami « Se fi prende la n dalla parte de^ negativi T equazio- 
ne diveùta y = — M* ^ ed i valori di y rìfultano amendue 
immaginar;. 

Però differenziando la data equazione , ed operando al folito 

I I 

modo,fitrovaR=^-7jr^(i +y*^) '• Si faccia «p =0, fi avrk 

jpc=5 o,ed Kcso^Si faccia «=o+4ifir, oflia n ^=a dn^ tà 

avraifi di nuovo due valori reali di K con fegni diflimili* 

Dunque i due rami della curva partono dall' origine del* 

le afciffe ^ dove X alcifla, T ordinata^ e 1 raggio ofculatore 

fi)no eguali a zero, formano in quefio punto un regreflb 

di prima fpecie, e rivolgono le loro <:oaveffitk all' affé « La 

figura 41 rapprefenta quefb curva. 

Al contrario nella curva dell' equazionej^ ==^+«-±«"*', 
10 cui.i» è numero intero maggiore delF unit^, ed n nu« 
mejro difpari non minore di 5 i due rami formano un re^ 



1 4-2 De' PUNTI DI Flesso contrario e di Regresso, 
grcflo di feconda fpecie air orìgiae della curva ^ doveMsso, 
ed ysssa; poiché i raggi oicuiatori de' due* archetti infi- 
nitameoce proffìmi al punto di regreflb fono ameadue ne- 
gativi» QueAa curva è rapprefentata . dalla figura 45^ in cui 
1 due rami BM^ Bm volgano il loror conveflo a] comua 
affé AP y e dove alF afciflSi k 5?s o corrifpondc T ordinata 

I regrefTì di cialcuiu drlle du» fpecie nel te curve rìfe^ 
Tire ad un foco fi troiano appreifu i pocoi ajUio fteffo mo^ 
do. Ma diciamo due ^ole incorno ai >^piuici ferj^tutini 
delle curve ^ - 

CXXVIL 

Quando una curva ha pili punti d'infleflione^ T equazio- 
ne al zero del numeratore^ o del denominatore del raggio 
ofculatore deve dare pii valori di *fi e di >' > cioè tanti va- 
lori di x^ e di j^ quanti punti d* infleffione (i trovano nel- 
la curva* Qucfto fuccede nelle curve ^ che vanno ferpeggian* 
Ho come nella figura 47» 

Se due di queflt punti M^ m fono infixxitamente vicini la. 
curva fé mbra aon averli y cioè i due ikfli contrarj in M ed w 
non fouo vifibili nella curva ; poiché (e per ipoted la curva 
prima di giugnere al punto M è concava rifpetto ad una 
retta AB dita di fK)fi2;ioae^ in :il£ diventa conv$£&^ e nel 
punto m infiaitameote proffimo ritoma concava alla fteflk 
AB,^ Quefti puQtì fi chiamano Punti di Jìejfo iavi/ibih y 
\ ed il punto^incui effi due punti fiippoagonfi compenecrati ^ 

k dicefi Punto Scrpc7itì?ìo dì primo ordine %. - 

^ •■.... 
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CXVIII. 

Per conofcere (e una e urva abbia qualche punto fèrpeo. 
tino ^ fi cerchi col metodo precedente fé in efTa vi abbia alcua 
punto, in cui R'sss.o^ oppure /C=oo« 

Trovato queflo punto nella curva fi cerchino i raggi 
ofculatori de' due archetti infìnitefimi , che lo comprendo* 
no immediatamente . Se quefti due raggi ofculatori hanno 
fegni fimili, il punto trovato far^ un punto ferpentino di 
primo ordine; poiché i due archetti infinitefimi, trai qua* 
li eiTo giace , volgono 1 loro concavi da una ftefla parte 
della Curva* 

CXXIX. 

Se la curva ha tre punti di flefTo contrario infinita* 
mente prpffimi , due di quefti fono invifibili ^ ed il ter* 
zo vifibile, cioè rinfleflione della curva è vifibiie; men* 
tre fiiponendo la curva concava rifpetio ad una retta qua* 
lunque il primo punto d' infleflione la rende coovefla 
a quefta retta , il fecondo punto la fa concava , ed il terzo 
la rende di nuovo conveifa. 

Se i fleffi uniti fono quattco T infleflione -della 
curva è inviabile , poiché dopo il quarto punto la cur* 
va é come prima o concava, o convefla verfo la ftefla 
parte • 

£ in generale , fé il numero dei punti di fleflb con* 
trario h m^ T infleflione é vifibiie, o invifibile, fecondo* 
che m é numero impari , o pari • 
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Le curve ) ia cui trovaofi var; di quefti fleffi infini* 
tamente vicini , fi chhmznò Stffeathe ^ ed ilpuoto^ in cui 
elfi fleffi fi fuppoQgono compenetrati , chiamafi Punf0 5#r- 
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Le curve , io cui trovanti var; di quefti flcffi infioi- 
tamcnte vicini, fi chhmzno Serfcarhe ^ ed il punto, in cui 
elfi fleffi fi fuppongono compenetrati, chiamafi Phmp S^r^ 
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